1. Rappels de calcul booléen et
résultats de complexité.

1.1 RAPPELS DE CALCUL BOOLEEN.

Introduction.

Les composants électroniques utilisés en informatique ont généralement deux
états stables, notés 0 et 1. Tous les objets manipulés a l'aide d'un ordinateur seront
donc représentés par des vecteurs d'éléments de E = (0,1}, il est donc important
d'étudier les principales fonctions & valeur dans E, car c'est & partir de ces fonctions
que nous construirons tous les opérateurs arithmétiques.

Il ne s'agit pas ici de faire un cours détaillé sur le calcul booléen, mais
simplement d'en rappeler les notions qui seront nécessaires a la compréhension des
chapitres suivants, et d'adopter quelques notations.

1.1.1 Opérateurs de base.

®Ou (Or)
Cet opérateur se note '+'. Il est défini par la table de vérité suivante :

+1 0 1
0] 0 1
1] 1 1

Exemple : 0+1=1
0+0=0
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A
A+B

Et son symbole logique est :

B

® Lt (And)

Cet opérateur se note 'X' ou '.’, on peut, tout comme pour la multiplication,
omettre le symbole de l'opération entre les deux opérandes, et noter indifféremment
aXxb, ab ou ab.

x| 0 1
0] 0 0
Table de vérité :
1] 0 1
Exemple : 0x1=0
1x1=1
A
: — AB
Symbole logique @ |
B

Pour l'écriture des expressions, on reprendra la convention de I'écriture
algébrique : le symbole 'x' sera prioritaire par rapport au symbole '+'. Ainsi
I'expression :

A+ BC
Sera interprétée comme ; A+(BC) (Aou(Be C))
et non pas comme : (A+B)C ( (A ou B) et C).

Ces deux opérateurs sont commutatifs, associatifs, et chacun d'eux est
distributif par rapport & l'autre :

AB+C)=AB + AC
A+ (BC)=(A+B)(A+C)

Si l'on convient d'associer a 0 la valeur logique "faux" et a 1 la valeur logique
"vrai", ces opérations correspondent au "ou" et au "et" de la logique.

Rap

1.1

déf
Suiy

et d

1.1




Rappels de calcul booléen

1.1.2  Complément.

19

St A € E, on appellera complément de A, ou "non A", noté A 1'élément de E

définipar : Si A=1 alors A = 0 sinon A =
suivantes, au demeurant triviales 4 démontrer :

f
>

(A+B)

Propriéié I (Lois de Morgan) :

I
>

(A.B) +

Propriété 2 : Toute fonction de E™ dans E peut s

et du complément.

1.1.3 Autres opérateurs.

® Non-et (Nand)

définition ; ANANDB = AB

. AB
Symbole logique :

w' ,D>

® Non-ou (Nor)

Définition : ANOR B=A+B

& A+B

Symbole logique :
B

® Ou exclusif (Xor)
Définition : A @B = AB + AB.

®] 0 | 1
001

Table de vérité :

1. On admettra les propriétés

B

wl

‘exprimer en fonction-de +, x,
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A
AD®B

Symbole logique :

B

® Majorité.

Clest une fonction de E* vers E. On la notera MAJ.

MAJ (A,B,C) vaut 1 si et seulement si deux au moins des termes A, B et C
valent 1, ce qui correspond bien au concept classique de majorité. Il est facile de se
persuader que :

MAJ (AB,C) = AB + AC + BC

1.1.4 Un exemple : 1'addition.

Si l'on désire additionner 2 entiers naturels A et B s'écrivant en base 2 sur n
chiffres :
A=(As1An2 ... A2A1A0),

B = (Bn.1Bn2 ... B2B1Bo),

Et si S est la somme de A et B, écrite sur n+1 chiffres :

S = (SnSn1 ... S25180),
Alors S est donnée par les relations :
Co=0

Sii<nalors§;=A;®@B,;®C;, ; S$,=C,
Ci+v1 =Maj (A, B;, )

Les C; ne sont rien d'autre que les retenues qui apparaissent lorsque l'on
effectue 'addition a la main.
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1.2 COMPLEXITE DES CIRCUITS INTEGRES.

Il n'existe pas encore pour les circuits intégrés de théorie de la complexité
solidement établie, semblable & celle qui existe pour les algorithmes séquentiels.
L'évolution tres rapide de ce domaine en est la cause : pour effectuer des calculs de
complexité, il faut tout d'abord se donner un modéle trés simplifié de circuit, pour
lequel on néglige tout ce qui n'est pas critique, c'est & dire tout ce qui n'influe pas de
maniere déterminante sur le temps de calcul, la surface des circuits voire parfois la
puissance dissipée. Or les paramétres critiques peuvent varier avec la technologie
utilisée. ‘

Winograd ([WIN65], [WIN67]) est sans doute le premier auteur qui se soit
penché sur le probléme. Dans [WIN65], il propose un modele simple de porte
logique, appelé élément (d,r), grice auquel il évalue la complexité en temps de
l'addition et de la multiplication. Un élément (d,r) est un élément logique possédant au
plus r entrées & valeurs dans {0, 1, ..., d-1}et calculant une fonction de ces entrées,
¢galement a valeurs dans (0, 1, ..., d-1}, en un temps indépendant de celles-ci.

se {0, 1, ..,d-1}

Figure 1.1 Un élément (dr).

Un circuit (d,r) est un graphe orienté sans cycles dont les arétes sont des

éléments (d,r) dont tous les temps de calculs sont égaux 2 une constante T strictement
positive. Winograd modélise les circuits informatiques par des circuits (d,r) et
applique cette modélisation au calcul de certaines fonctions que I'on pourrait appeler
complétement dépendantes.

Définition 1.1.

Une fonction f de {0, 1, ..., d-1}" dans {0, 1, ..., d-1} sera dite complétement
dépendante si pour tout j, il existe (X1, X3, ..oy X0 € {0, 1, ..., d-1)" et
ye {0,1,..., d-1} tels que:

f(Xl, X925 ouny xj-l’ Xj, Xj+1, - Xn_l) #* f(X], X2y vees Xj—l’ Y, Xj+1, S— Xn_l)
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Une fonction complétement dépendante est une fonction qui dépend effective- ten
ment de toutes ses entrées. Par exemple, si on écrit les nombres en numération simple
de position (c'est notre systéme de notation usuel, voir chapitre 2) en base d sur n

pet
chiffres, et si on considére la fonction f qui a (X0> X15 +os Xp15 Yoo Y1» o> Y1) de
associe le n®™¢ chiffre $5.1 de la somme de (X (X5 ... Xg)q €t (Yn-1¥a2 --- Yo)d :
Xn1 Xn2 Xpa ... Xg
+ ¥n-1 ¥Yn2 ¥Yn3 --- Yo sul
________________________ inf
Sn Sn-1 Sn.2 Sp3 So
alors f est une fonction complétement dépendante. SO
déj
Il est assez facile d'évaluer un minorant du temps nécessaire a un circuit (d,r) ol
pour calculer une fonction f complétement dépendante A n variables. En effet,
adoptons comme origine des temps l'instant o1 le calcul de cette fonction est terminé. le
le résultat final provient d'un élément (d,r) qui posséde au plus r entrées, donc au A6
temps -T, il y a au plus r valeurs qui influent sur le résultat final (voir figure 1.2). bas
Chacune de ces valeurs provient d'un élément (d,r), donc au temps -21, au plus 7 qu:
valeurs influent sur le résultat final. adc
un
T =-pt tou

au plus ¥ valeurs

influent sur le résultat (
cea ... final po
de

T =-27 .
au plus r2 valeurs cIr
influent sur le résultat ain
final
de:
cir
T=-71 dif
auplusr valeurs ap|
influent sur le résultat ;
final mi
gre
T=0 int
Résultat obtenu cal
Figure 1.2 Calcul d'une fonction par un circuit (dr). FOL
ing

Par récurrence, on montre ainsi qu'au temps - pt, au plus r* valeurs peuvent
influer sur le résultat final. Puisque la fonction f dépend de toutes ses n variables, le
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5 v S o B . . e k
temps de calcul t = kT nécessaire a I'évaluation de f doit vérifier : r* > n.

On en déduit que t est supérieur ou égal & t[log,n], ot fu] désigne le plus
petit entier supérieur ou égal & u. Le résultat suivant est une conséquence immédiate
de ce qu'on vient de voir,

Théoréme 1.1
Un circuit (d,r) ne peut calculer la somme ou le produit de deux nombres écrits
sur n chiffres en numération simple de position et en base d en un temps strictement

inférieur 2 T[ log, 2n I

Une conséquence de ce théoréme est que des circuits informatiques calculant la
somme ou le produit de deux nombres en un temps meilleur qu'une constante (ne
dépendant que de la technologie utilisée) multipliée par le logarithme de la taille de ces
nombres doivent :

— soit ne pas étre assimilables 2 ces circuits (d,r). Il faut pour cela supposer que
le fan-in (c'est a dire le nombre maximal d'entrées, qui correspond au nombre d des
€léments (d,r)) des portes logiques n'est pas borné. Une telle hypothése est a la
base des additionneurs 2 retenue anticipée de type CLA non cascadés (voir chapitre 3),
qui calculent en temps constant, indépendant de la taille des opérandes. Ces
additionneurs ne peuvent actuellement é&tre construits pour des opérandes écrites sur
un grand nombre de chiffres, parce qu'en pratique, le fan-in des portes logiques est
tout de méme limité.

— soit utiliser des opérandes qui ne sont pas écrites en numération simple de
position. On étudiera au chapitre 2 des modes d'écriture des nombres qui permettent
de calculer la somme de deux nombres en temps constant.

Dans une étude de complexité, on peut également faire intervenir la surface des
circuits. La surface n'est peut-étre pas une mesure complétement satisfaisante, et on
aimerait souvent mieux faire intervenir la "complication", 1a "difficulté de réalisation"
des circuits, car des circuits énormes peuvent €tre de conception trés simple (les
circuits de mémoire par exemple). Hélas, la “complication” est une grandeur
difficilement quantifiable. Les modeles qui font intervenir la surface des circuits font
appel a des hypotheses topologiques (§paisseur minimale des connexions, distance
minimale entre deux connexions ou entre deux points de calcul, etc.) qui ressemblent
grossierement aux régles de dessin employ€es par les concepteurs de circuits
intégrés. Dans [BK81], Brent et Kung montrent que la surface A(n) et le temps de
calcul T(n) d'un multiplieur qui suit un modéle de ce type, et qui recoit ses données et

fournit ses résultats en numération simple de position sur n bits vérifie pour tout o
inclus dans l'intervalle [0, 1] :

A @)\ /T @)\ L, 1
AO

Ty
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ot Ay et Ty sont des constantes strictement positives qui ne dépendent que de la
technologie employée.

Lorsque des circuits permettent de calculer en pipe-line, un paramétre encore
plus important que le temps de calcul est la période qui sépare deux opérations
séquencées, c'est-a-dire le temps qui s'écoule entre la réception de deux résultats
consécutifs. Dans [VUI83], Jean Vuillemin, a I'aide d'un modele 1égérement différent
de celui de Brent et Kung, montre que la surface A(n) et la période P d'un multiplieur
de nombres écrits sur n bits en numération simple de position vérifient :

B fa)

ol ¢, B et y ne dépendent que de la technologie utilisée.

A (n)=2an +P

Un effort considérable de modélisation a été accompli par C.D. Thompson dans
sa these de doctorat [THOS0]. 11 se base sur la théorie des graphes (et notamment sur
la notion de dissection de graphes) et sur la théorie de l'information de Shannon pour
obtenir des résultats de complexité faisant apparaitre le temps de calcul, la surface des
circuits et parfois la puissance dissipée pour deux problémes importants, le tri et la
transformée de Fourier discréte.

Les divers résultats de complexité présentés dans ce chapitre ainsi que dans la
suite de ce livre ne fournissent que des indications générales, et ne doivent pas étre
pris au pied de la lettre : ils sont basés sur des modeles simplifiés qui représentent
imparfaitement les circuits d'aujourd'hui, et ne représentent peut-étre pas du tout les
circuits de demain, car des évolutions quantitatives (densité d'intégration, nombre
d'interconnexions qui peuvent se croiser, etc.) ou qualitatives (changement radical de
technologie) peuvent les rendre obsolétes.

Pour la méme raison, je n'adopterai pas, pour comparer divers opérateurs
arithmétiques, la solution choisie par K. Hwang dans [HWA79]. 1l considére que les
temps de traversé€e des portes logiques élémentaires utilisées sont des multiples d'une
quantité de base A. Par exemple, le temps de traversée d'une porte QU vaut 2A, celui
d'une porte NON-ET vaut A, etc.

Une telle solution me semble assez artificielle, tout d'abord parce que les rapports
entre les temps de traversée des portes logiques dépendent hautement de la technologie
employée; ensuite parce qu'il n'est pas toujours judicieux de tout construire avec des
portes logiques : de nombreuses fonctions booléennes s'implantent mieux si on
raisonne directement au niveau du transistor.
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2. Systémes d'écriture des nombres
utilisés en informatique scientifique.

INTRODUCTION.,

Nous allons dans ce chapitre faire un rapide tour d'horizon des différentes
fagons de noter les nombres en machine. Aprés un rappel sommaire de Ia numération
simple de position (qui n'est rien d'autre que notre systeme usuel d'écriture des
nombres), nous présenterons tout d'abord les systemes traditionnels utilisés en
informatique (notations de type "Signe-valeur absolue", notation en "Complément i la
base", en "Complément diminué”, en "Décimal codé binaire"), qui ne sont en fait que
des variantes de la numération simple de position, destinées 2 rendre plus simple
l'implantation en machine des opérations arithmétiques élémentaires.

Pur la suite, nous €rudierons des systemes plus complexes de notation des
nombres, parfois redondants (ce qui signifie que certains nombres sont susceptibles
d'avoir plusieurs représentations possibles), mais qui permettent d'effectuer certains
caleuls beaucoup plus vite, en parallele, en "cassant” 1a séquentialité inhérente aux
propagations de retenye.

Apres avoir présenté les deux principales notations utilisées pour représenter les
nombres réels, la représentation i virgule Jfixe et la représentation 3 virgule flottante,
nous €tudierons de nouveaux systeémes d'écriture des réels, les systemes
logarithmiques et les systémes d'Olver,

Nous terminerons ce chapitre par un bref apergu sur l'arithmétique d'intervalles
et Ies problemes 1i¢s au contrdle de l'erreur d'arrondi en machine.
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2.1 NUMERATION SIMPLE DE POSITION.

11 s'agit bien entendu d'une notion élémentaire sur laquelle il n'y a pas a revenir.
Si B est un entier supérieur ou égal a 2, si N est un entier supérieur ou égal a 1, alors
tout entier p compris entre 0 et BN - 1 peut s'écrire de fagon unique sous la forme :

N-1
pP= Z,diBi
i=0

ot les d; sont des entiers compris entre 0 et B-1. (dp, d1, ..., dn_1) est appelé

décomposition de p en base B, et on le notera (dn_1.--d2d1dg)g » ou dn-y ...dzd;dg
lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur la valeur de la base B. Ce systéme de notation des
entiers sera appelé numération simple de position.

Ce moyen d'écrire les nombres nous parait maintenant €vident tant nous y
sommes accoutumés. Historiquement, il n'est pourtant apparu que tres tard, et il a
longtemps été réservé a une élite (IFR81], [LIG87]).

Adoptons dés a présent une convention : nous allons étudier d'autres maniéres
de coder des nombres, et il y aura souvent un risque d'ambiguité entre le nombre
codé et le codage Ini-méme, qui peut trés bien étre assimilé a un entier positif écrit en
numération simple de position. Pour lever cette ambiguité, nous conviendrons
d'appeler Entier Simple Associé en base B & une chaine de N chiffres compris entre
0et B-1 (an_;..-a2a18p), noté ESAg(ay j...3,2130) la quantité :

N-1
ZaiBi
i=0

Exemple.
En base 2 sur 4 chiffres, 'écriture en complément a 2 (voir plus loin) de —1 est
(1,1,1,1), et ESA, (1,1,1,1) = 15.

2.2 NOTATION DE TYPE "SIGNE-VALEUR ABSOLUE"

11 s'agit en fait de la notation précédente, que I'on adapte a la représentation des
nombres relatifs en adjoignant un symbole représentant le signe du nombre que l'on
veut écrire a la représentation en numération simple de position de la valeur absolue
de ce nombre.
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2.3 NOTATION EN COMPLEMENT A LA BASE.

Le systeme précédent revét un inconvénient qui est apparu clairement au début
de "l'tre informatique" : si l'on désire additionner deux entiers relatifs, il faudra
utiliser deux algorithmes différents, un algorithme d'addition si ces deux entiers sont
de méme signe, et un algorithme de soustraction dans le cas contraire.

Cherchons un syst¢eme de numération légérement différent qui permette de
remédier & ce probléme. On désire écrire des nombres entiers en disposant de N
"positions"”, en pouvant placer sur chaque position un chiffre compris entre 0 et B-1.
Il est donc possible de représenter B¥ nombres différents. Nous choisirons de
représenter les nombres compris entre ~BY/2 et BY/2 — 1 (on supposera B pair :
cette restriction correspond d'ailleurs aux cas réels car B est en pratique une puissance
de 2 ou de 10). La représentation des entiers en complément @ B se fera comme suit :

® Les nombres compris entre 0 et BY/2 — 1 seront écrits dans la notation
usuelle de position décrite en 1. En d'autres termes, si p est compris entre 0 et
BY/2 — 1, I'écriture en complément & B de p est la chaine (an.;...a2a;2p) telle que
ESAg(ay.;...2a;80) = p.

® Pour représenter les nombres compris entre -BY/2 et ~1, il nous reste les
chaines dont 'ESAg est compris entre BY/2 et BN — 1. On choisira de représenter ces
nombres en effectuant une "translation”, un nombre p compris entre —BY/2 et —1 sera
représenté par la chaine (ay_;...a;a,p) telle que ESAg(ay.;...aa;ag) = p + BN

On notera (ay_jay 7 -.. ag)g le nombre représenté en complément & B par la
chaine (ay_;...a52;8g).

Remarque. Si la base B est égale 4 deux, dans tous les cas, la chaine
(an_y...a9a,8y) représente la quantité :

N-2
N-1 i
—ay,2 + 2 a2 .
i=0

L'écriture en complément a 2 est donc assimilable & une écriture simple de
position assez spéciale, pour laquelle le bit de poids fort est de poids négatif.

Exemple 1.
Supposons que nous travaillions en base B=1() sur N=4 chiffres, nous pourrons
représenter les nombres compris entre -5000 et 4999,

Les nombres compris entre 0 et 4999 ont la méme écriture qu'en numération
simple de position. Par exemple 2000 = (2000}
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Pour écrire un nombre compris entre -5000 et -1, il suffit d'ajouter 10000 & son
€criture en numération simple de position. Par exemple -1267 = (8733)

Exemple 2.
SiB =2 et N =4, les correspondances entre les nombres représentables en
complément & 2 et les chaines qui les repreésentent sont données par la table suivante.

Chaine C ESAL(C) Nombre représenté en complément a 2 par C
0000 0 0
0001 1 1
0010 2 2
0011 3 3
0100 4 4
0101 5 5
0110 6 6
0111 7 7
1000 8 -8
1001 9 =7
1010 10 -6
1011 11 -5
1100 12 -4
1101 13 3
1110 14 2

1111 15 -1

Figure 2.1 Représentation en complément a 2 des nombres de -8 4 7

Certte notation revét un grand intérér : nous avons vu précédemment que la
représentation de type "signe - valeur absolue" demandait en fait I'emploi de deux
algorithmes distincts (addition et soustraction) pour additionner des entiers relatifs. En
complément 4 la base, ce probléme-ci ne se pose plus : en effet, il est facile de voir
que l'entier simple associé a la représentation en complément @ la base B sur N
positions d'un nombre p est toujours congru d p modulo B par conséquent, il suffira
d'un seul algorithme d'addition modulo BN (c'est l'addition "classique” sur N
chiffres en oubliant la retenue sortante) pour additionner tous les entiers relatifs
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compris entre ~BY/2 et BY/2 — 1 dont la somme est elle-méme comprise entre —BN2 et
BY/2 — 1. Le seul probleme ici réside dans le fait que les dépassements de capacité
sont plus difficiles a détecter : lorsque I'on additionne des nombres codés en notation
conventionnelle, il y a dépassement de capacité si et seulement si la retenue sortante est
égale A 1; par contre, en complément & la base, il y a deux possibilités :

® Si les deux nombres additionnés sont de signes différents, aucun
dépassement n'est 4 craindre.

® Si les deux nombres additionnés sont de méme signe, alors il y a

dépassement si et seulement si le résultat de l'addition donne, interprété comme
nombre en complément A la base, un résultat de signe différent de celui des opérandes.

Sur beaucoup d'ordinateurs, la détection des dépassements de capacité en
complément a la base n'est pas faite : il est fréquent, en additionnant de grands
nombres positifs, de tomber sur un résultat... négatif ! Ceci est une riche source
d'erreurs d'éxécution souvent difficiles 2 diagnostiquer. Les deux exemples présentés
ci-dessous illustrent la méthode d'addition en complément 2 la base. Dans les deux
cas, on suppose que les nombres sont codés en base 10 sur 4 positions.

Exemple 1.

Calculons la somme de (8733)5 = -1267 et (4829)5= 4829. Tl n'y a aucun
risque de dépassement de capacité puisque ces deux nombres sont de signes opposés.
Tout d'abord, on additionne leurs entiers simples associés :

4829 + 8733 = 13562

on obtient ensuite le résultat en ignorant la derniere retenue, soit (3562)ﬁ = 3562 =
4829 — 1267.

Exemple 2.
Calculons maintenant la somme de (6207);5 = -3793 et (5333)5 = -4667. En

additionnant les entiers simples associés, on trouve :
6207 + 5333 = 11540
lorsque I'on ignore la derniére retenue, on obtient (1540)w Ce résultat n'est pas du

signe des opérandes, il y a donc eu dépassement de capacité.

Un grand avantage de la notation en complément 2 la base réside dans le fait
suivant ; si on sait que le résultat théorique d'une suite de calculs ne contenant que
des additions, des soustractions et des multiplications (et pas de tests) est compris

entre —BN,'Z et B“fl—l, alors ces calculs effectués sur une machine travaillant en
complément & B sur N bits nous donneront ce résultat méme s'il y a des dépassements

de capacité intermédiaires (on calcule modulo BN).
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2.4 NOTATION EN "COMPLEMENT DIMINUE"

La méthode de notation des nombres dite en "Complément diminu¢”, ou en
"Complément 2 la base diminuée” est nettement moins employée que la notation en
complément 2 1a base (aucun microprocesseur courant ne I'utilise actuellement), car
elle complique Iégérement les opérations arithmétiques. Elle revét toutefois un
avantage non négligeable, puisqu'elle permet de passer de maniére triviale d'un
nombre 4 son opposé. Comme précédemment, nous sSUppOSErons que nous travaillons
dans une base B paire, et que nous disposons de N "positions”, en pouvant placer
sur chaque position un chiffre compris entre 0 et B-1. Lorsque la base de numération
utilisée est 2, cette notation est appelée notation en complément @ 1. La notation en
complément diminué est basée sur les conventions suivantes :

® Les entiers compris entre z€ro et BY/2 - 1 seront écrits dans la notation
usuelle de position décrite en 1. Par conséquent, si p est compris entre 0 et B"/2 -1,
I'écriture en complément diminué de p est la chaine (ay_jan.; ... ap) telle que ESAg
(an.18N-2 -+ 0) = P-

® Un entier p compris entre — BY/2 + 1 et 0 sera représenté par la chaine
(an_1@n-g --- p) telle que ESAp (an_jan_z ... 2p) = BY -1+ p. On notera
(aN18N-2 -+ Ag)cpp le nombre représenté en complément diminu€, base B, par la
chaine (ay_jaN_2 -.- 4g)-

On peut d'ores et déja faire deux remarques :

- Le nombre zéro admet deux représentations distinctes dans ce sysieme
de notation, qui sont ((B-1) (8-1) ... (B-1))ppg €t (0000 ... 00)cpg.

— On passe de maniére triviale d'un nombre a son opposé : en effet, si
pour tout chiffre k € (0, 1, ..., B-1} on note k = B-1-k, alors il est facile de
constater que I'opposé de (an_1an_3 --- 20)cpB €5t (AN_1AN_2 --- 30)CDR-

Essayons de voir comment effectuer une addition dans ce systéme de notation.
Soient deux nombres, X = (XN.1XN-2 --- Xo)cDB €t ¥ = (YN.1¥N-2 -+ Yo)cDR, dont
on désire calculer la somme. Nous allons tout d'abord voir ce qui se passe si nous

effectuons 1'addition sur N positions (c'est-a-dire modulo BY ) des entiers simples
associés A ces nombres. Trois cas peuvent alors se produire :

1) x et 'y sont positifs.

Etant donné que, sauf dépassement de capacité (qui se traduirait par une valeur
de sy.; égale a 1), I'écriture en complément diminué de x+y est égale a son €criture
en numération simple de position, le résultat obtenu par I'addition des entiers simples
associés est également le résultat recherché.
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2) x et y sont négatifs.

Dans ce cas, nous effectuons en fait 'addition de (lElN —1+x)et (BN -1+y).
Comme la somme de ces deux quantités est TRy (x+y), nous obtenons en fait
(modulo BY) BN -2 + (x+y), avec une retenue sortante égale a 1 : pour obtenir

I'écriture correcte en complément diminué de x+y, il nous faut donc ajouter 1 au
résultat.

3) x et y sont de signes opposés.

Par raison de symétrie, nous pouvons supposer que c'est x qui est négatif. Il y a
alors deux possibilités distinctes :

® /x/ =y,

L'addition des entiers simples associés a x et y nous donne en fait
BY -1+ x)+y= B¥N-1+ (x+y) (il n'y a pas de retenue sortante),
nous obtenons bien le résultat souhaité puisque x+y est négatif.

® /x/ < y.

L'addition des entiers simples associés a2 x et y nous donne
(BN — 1 + (x+y)) modulo BN, soit X +y— 1 avec une retenue sortante
€gale a 1. Pour obtenir I'écriture correcte de x+y en complément diminué,
il nous faut donc ajouter 1 au résultar.

En conclusion, nous déduisons immédiatement de 1'étude précédente que pour
effectuer la somme de deux entiers écrits en complément diminué, il suffit
d'additionner leurs entiers simples associés (c'est-a-dire de faire une addition
classique), puis d'ajouter au résultat final la retenue sortante de 1'addition.

2.5 NOTATIONS DE TYPE "BCD"

Les possibilités technologiques actuelles ne permettent pas de réaliser aisément
des composants €lectroniques de base i plus de deux états stables. Aussi, puisque l'on
n'est capable de mémoriser que des informations binaires, on est tenté tout
naturellement de représenter les nombres en base 2. Toutefois, la base 2 posseéde des
inconvénients qui apparaissent aux deux extrémes de la gamme des calculateurs : les
gros calculateurs scientifiques et.. . les calculatrices de poche ou les petits "ordinateurs
personnels”.

En effet, dans le cas des gros systtmes scientifiques, on vise de hautes
performances, et I'on est tenté, lors de I'exécution des opérations arithmétiques de
base, de regrouper des bits pour les traiter en méme temps. Or, regrouper les bits 4
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par 4 (par exemple), c'est travailler en fait en base 16 : les gros calculateurs travail-
lent donc souvent dans une base qui est une puissance de 2. Les ordinateurs IBM 360
et 370, par exemple, travaillaient en base 16, tandis qu'un vénérable ancétre,
I'ILLIAC I, utilisait 1a base...256 !

Le cas des toutes petites machines est trés différent : ces machines effectuent
constamment des opérations d'entrée/sortie, et font relativement peu de calculs (une
calculatrice, par exemple, lit des opérandes, effectue une opération arithmétique
€lémentaire, puis affiche un résultat, alors qu'une grosse machine, dans la plupart des
utilisations courantes, effectue un travail important de traitement des données avant de
fournir un résultat). Par conséquent, si les calculatrices travaillaient en base 2, elles
effectueraient sans cesse des conversions de base : conversion base 10/ base 2
lors d'une lecture, et conversion base 2 / base 10 lors d'une écriture. Pour éviter
ceci, la plupart des calculatrices et des "pico-ordinateurs” travaillent en base 10,

Comme de toute fagon au niveau le plus bas on n'est capable de mémoriser que
des "0" et des "1", lorsque I'on travaille en base 10 (mais ce procédé pourrait trés bien
sappliquer a d'autres bases), on convertit en binaire chacun des chiffres du nombre
représenté. C'est le procédé d'écriture en BCD (de Binary Coded Decimal : décimal
codé binaire). Etant donné qu'il faut disposer de 4 bits pour écrire les chiffres
0,1, ..., 9, chaque chiftre du nombre représenté est écrit sur 4 bits, Par exemple, la
représentation BCD de 35268 est :

00110101001001101000

SERY

I est possible bien entendu de combiner 1'écriture BCD avec les écritures de
type "signe - valeur absolue” ou "complément & 10", Il faut bien se mettre dans l'esprit
que, méme si les informations élémentaires mémorisées sont des "1" et des "0", les
nombres écrits en BCD sont avant tout des nombres codés en base 10 et non en
binaire, et que ceci induira des changements algorithmiques profonds.

5

La représentation en BCD a toutefois des inconvénients : tout d'abord, les
opérations arithmétiques sont moins simples a effectuer en BCD qu'en binaire, de
plus, cette représentation demande plus de mémoire; en effet, pour représenter tous les
entiers positifs compris entre 1 et K, il faut :

—en base 2, LLogz (K)J+ 1 bits. (Lul est la partie entidre de u)
~en BCD, 4 (|lLogjg (K)l+1) bits.
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La représentation BCD demande donc asymptotiquement 4 (log (2)/log (10))
=1.204... fois plus de place mémoire que la représentation en base 2. 1l est & noter
que l'on pourrait utiliser un systeme de notation analogue avec des bases qui sont des
puissances de 10. Etant donné, par exemple, qu'il faut 10 bits pour représenter les
entiers compris entre 0 et 999 (219 = 1024), la représentation en machine de nombres
codés en base 1000 demande asymptotiquement :

Log?2
Log 1000

fois plus de place que la représentation en base 2, ce qui devient trés intéressant,

10 1.0034

2.6 NOTATIONS D'AVIZIENIS

11 s'agit 1a d'une classe de notations qui englobe 14 notation usuelle de position.
Certaines d'entre elles sont dites redondantes car elles autorisent plusieurs
représentations possibles pour certains nombres. Les notations de type chiffres
signés se particularisent par le fait qu'elles utilisent des chiffres qui peuvent €tre
négatifs. 11 est bien évident que la redondance entraine un certain "gachis”, car pour
représenter un méme nombre d'entiers différents il faudra un plus grand nombre de
bits qu'avec un autre systeme de notation; toutefois, certaines notations 2 la fois
redondantes et i chiffres signés sont particulierement intéressantes, car elles
permettent d'effectuer des additions exempres de toute propagation de retenue.

Ces notations ont été introduites par Avizienis dans [AVI61]. Pour les présenter,
nous allons nous intéresser  I'écriture en base B de nombres entiers avec des chiffres
n’appartenant pas forcément a {01, ..., B-1]. Nous conviendrons de noter les
chiffres négatifs a l'aide d'une barre, afin d'éviter tout risque de confusion entre le
signe "-" de l'écriture des nombres négatifs et le signe "~ de la soustraction. Par
exemple, 2 désignera le chiffre (-2). Par souci de simplification, nous nous limiterons
au cas ol les chiffres choisis pour écrire les nombres sont consécutifs.

Par exemple, si nous choisissons d'écrire en base 10 avec cing chiffres

appartenant i (5,4,3.2,1,0,1,2,3,4), on peut écrire 4610 = (05510)10, puisque

5.103 + (-4).102 + 1.10' + 0.10° = 4610.
De méme, on peut écrire 9999 = (10001),o, puisque 1.10% + (=1).10° = 9999.

Bien siir, la question qui vient immédiatement & l'esprit est de savoir quels
entiers peuvent étre représentés avec guels ensembles de chiffres. Le théoréme
suivant répond 2 cette question. 11 peut étre intéressant de le rapprocher avec le
théoreme 6 du chapitre 6. Nous appellerons Sg o q.n 1€ Systéme d'écriture des

nombres en base B avec n chiffres pris dans {o, @+1, ®+2, ..., w+q} (ol @ est
un entier quelconque — éventuellement négatif —et g un entier strictement positif).
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Théoréme 2.1.
Soit G g, 4. 'ensemble des nombres que I'on peut €crire avec le systeme Sg g, g n-

1) Si q < B-1, les éléments de Gg g g 7€ Sont pas consécutifs: entre deux
éléments de Gp ¢, qns 1l peut y avoir un entier n'appartenant pas & Gg g qn- Le
systéme Sp, ¢, q.n € peut donc €tre utilisé efficacement comme systeme d'écriture de
nombres,

2)8iq = B-1, G 4o est €gal & I'ensemble des entiers compris (au sens
large) entre ® (B"-1) / (B-1) et (w+B-1).(B"~1) / (B=1). De plus, I'écriture de
chacun de ces entiers dans le systeme Sg , o, €St unique (ce cas correspond a la
numération simple de position).

3)Siq > B-1, G qn est €gal & I'ensemble des entiers compris (au sens
large) entre ® (B"-1) / (B-1) et (®w+q).(B"=1) / (B—1). L'écriture d'un entier dans le
systeéme Sp ¢ qn NSt plus nécessairement unique : un tel systeme est dit redondant.

Démonstration.

1) II suffit de remarquer que le plus petit €lément de Gp oqn est €gal &
.(B"-1) / (B-1), tandis que son plus grand élément est égal a (w+q).(B"-1) / (B-1).
L'ensemble des nombres compris au sens large entre ces deux bornes contient
q(B"-1)/(B-1)+ 1 éléments, tandis que Gp o4, contient au plus (g+1)" éléments (il
en contient méme exactement (q+1)", mais nous ne le montrerons pas).

Or, q.(B"—l)/{B—1)+ 1 est strictement supérieur 4 (q+1)", car la fonction :

n

i
f (x)=x+1)" -x —1

B-1

est strictement convexe sur R ' (sa dérivée seconde f"(x) = n{n—l)()-a-l-l)“‘2 est
strictement positive pour x positif). On en déduit, étant donné que l'on a f(0) =
f(B-1) = 0, que f est strictement négative pour x pris dans ] 0, B-1 [, ce qu'il
fallait démontrer.

2) 11 suffit de se ramener au cas de la numération simple de position, car
I'application qui au nombre €crit sous le systtme Sg ¢, o

x=d, B™ +d_,B"?+ ..+ d;BY, de (0 0+, 042, ..., 0+q}

fait correspondre le nombre €crit en numération simple de position (c'est-a-dire dans le
systeme Sg gqn)

n

Ay~ B +(d -0 B+ .. +(dy-)B = x-o %_11_

est trivialement une bijection,
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3) Notons comme précédemment (dy 1dp_2dp3 ... do) = ¥d;B'. 11 suffit
d'étre capable de construire I'écriture dans le systéme Sg g de n'importe quel entier
x compris (au sens large) entre ®.(B"-1) / (B-1) et (w+q).(B"-1) / (B=1). Nous
supposerons que X est différent de (w+q).(B™-1) / (B-1) (dans ce cas son €criture est
(0+q, W+], O+, ..., O+Q)). On procéde de maniere itérative :

® 1l existe un entier d, ; qui est le plus grand élément de (@, ..., w+q) tel
que x est supérieur ou égal (d, 4, @, ... @ @) Sidy,est différent de w+q. nous
avons : x < (d, 1+1, @, ... @, ®). Donc dans ce cas, x est strictement inférieur &
(d,_1, ®+Q, ..., ®+() car, puisque q est strictement supérieur & B—1, il vient :

n-2 n-2
o B+ X (@B 2 @ +DB" Y wB'
i=10 i=0

Si d, , est égal & (@+(), nous avons également, par hypothese :

x < (dy1, O], ©+q, O+, ..., OFQ)-

® Aui‘™ pas, supposons que nous ayons obtenu :

(dy 15 dn2s oo Gpje @5e000 @, 0) € x < (.1, Ay --os Apeir @FGs o200 w+q) (R)

Soit d, ; ; le plus grand élément de {0, ..., m+q} tel que x est supérieur ou
égal a (d;.q, dpos s Ao Aoy @5 cees O ®). Si d, ;. est égal & w+q, alors,
d'aprés (R), x est inférieur strictement A (dpgs oeor Opic1, @FQs --s w+q). Sid, i,
est différent de +q, alors x est également strictement inférieur & (d,_1» ---» dnicts
w+q, ..., W+q) car l'inégalité q > B-1 implique :

n-1 n-i-2 n-1 n-i-2
Y ap+ X @apz X 4Bt DB+ X oB
j=mid j=0 j=nd j=0

On obtient donc dans tous les cas l'encadrement :

(dp_1s dn—Z‘ reus dn—i-l’ ,..., 0, w)E£x< (dn—19 dn-2' iy dn-i-h w+q, .- w+q)

@ Par récurrence, on en déduit qu'au n-2""" pas, on obtient :

(dn.‘[v d-;..z; d-n.‘j}& ey dls w) Sx< {d-n.]s dn.']s d-n_’ja aeey dlv w+Q)
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On en déduit sans aucune difficulté quiil existe dy e {w, w+1, ... , w+q} tel
que (dn 1, dyg, dy 3, ..., dy, dg) est égal A x, ce qu'il fallait démontrer. Le lecteur
perspicace se sera sans doute €tonné, en lisant cette démonstration, de constater que
les écritures de la forme (dny,dy 3, dy 3, ..., dnj, ©+q, ..., ©+q) (c'est-A-dire avec
uniquement des (w+q) a droite & partir d'un certain rang) ne peuvent apparaitre. Ceci
illustre le coté redondant de cette notation des nombres : le nombre (W+q, ..., w+q)

est le seul de tous les nombres de 1a forme (dyq,dy g, oooydpyy @4, .., W+q) qui
n'admette pas d'écriture différente.

Le théoréme est done démontré.

En gros, ce théoréme nous montre que si on désire écrire des nombres en base
B, il faut le faire avec un ensemble d'au moins B chiffres consécutifs. De plus, si on
désire que I'écriture de chaque nombre soit unique, il faut exactement B chiffres
consécutifs. Nous savons par exemple maintenant que tout nombre compris entre
-170 et 85 peut s'écrire de fagon unique en base 4 sur 4 chiffres pris dans {2, T, 0, 1}
(c'est-a-dire dans le systeme S435.4.4)- Dans ce systeme —100 s'écrit 1210 et +50
s'écrit 1712, De méme, tout nombre compris entre —4 et 8 peut s'écrire en base 3sur2
chiffres pris dans {T, 0, 1, 2}, mais cette fois-ci, I'écriture des nombres cesse d'éire
unique, comme le montre le tableau suivant,

i écritures de i dans le sysiéme S31 4.2 i Eeritures de i dans le systtme S3'-1-‘ 4,2
4 (D 2 02,040
-3 (0 3 (10
-2 an 4 (11
-1 (12,00 5 (12,20
0 oo 6 2o
1 ©n 7 @21
8 @22

Figure 2.2 Ecritures des nombres dans le Systeme S3 1 4 9

L'intérét des systémes redondan ts, nous allons le voir bientdt, réside dans le fait
que certains d'entre eux permettent de faire des additions de maniére totalement
paralléle, sans aucune propagation de retenue. Grosso-modo, cela est di au fait que
localement, on peut réécrire d'une autre maniere des chaines de chiffres qui sans cela
auraient généré une retenue. Dans [AVI61], Avizienis s'est intéressé a une classe
particuliére de systémes S B.wgqn Fedondants, que nous allons étudier mai ntenant.
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® Exigence de symétricité.

Tout d'abord, nous demanderons a un systtme Sp , . de permettre la repré-

sentation d'entiers négatifs, il faudra donc que © soit strictement négatif. De plus, un
tel systéme ne sera réellement utilisable que si l'on peut facilement passer de 1'écriture
d'un nombre x i celle de son opposé, en prenant les opposés de chacun des
chiffres de x. 1l faut donc que le systéme SB.wqn SOt symétrique, c'est-a-dire que
I'ensemble des chiffres utilisés pour représenter les nombres soit de la forme
{-a,-a+l,-a+2, ..., 0,1, ..., a2, a-1,a}) (a=-w>0,g=2a).

® LExigence de comparativité,

Pour qu'un systéme de notation des nombres soit réellement utilisable, il faut
qu'il permette aisément de comparer des entiers, ou (ce qui est équivalent si la
soustraction est facile a effectuer), de décider du signe d'un entier. Cherchons 2
quelle condition un systéme symétrique Sp _, 5, , Tépond 2 cette exigence.

Soit x = (d;_1d.2, ..., dgg) un entier écrit dans ce systéme. Soit k l'indice du
premier chiffre non nul & partir de la gauche dans cette écriture (k = Max {j | dj # 0)).
On aimerait que le signe de x soit celui de d,.. Pour que notre exigence soit satisfaite,
il faudrait que quels que soient les chiffres d; (j <k), on ait :

k-1
k i
ld | BX > X 1d.1 B .
i=0
Ceci sera vrai quels que soient les d; si et seulement si :
BX_1

k- 1
k N
B>igodB =a BCT-

On en déduit sans difficulté qu'une condition nécessaire et suffisante pour que
tout nombre écrit dans ce systéme ait le signe de son premier chiffre non nul a partir de
la gauche est que a soit inférieur ou égal a B-1. Un systéme vérifiant cette condition
sera dit comparable.

® Algorithme d’Avizienis.

Nous allons maintenant supposer que nous travaillons dans un systéme symé-
trique et comparable (base B, n chiffres pris dans {-a, —a+1, ..., 0, 1, ..., a1, a},
avec a < B-1), et que nous avons de plus : 2a = B+1 (nous verrons ultérieurement
pourquoi cette condition est nécessaire). Supposons que nous désirions calculer la
somme s = (S;8,4.1S, 2 --- $18p) de deux nombres x = (X, 1X,.9X,.3 ... X1Xg) et
Y = (Yn-1¥n-2¥n3 - Y1¥0)-
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L'algorithme d'Avizienis consiste :
. de permettre la repré-
nent négatif. De plus, un
ement passer de I'écriture
pposés de chacun des
étrique, c'est-a-dire que
nbres soit de la forme

1) A calculer en parallele pour tout i allant de 0 4 n-1 deux valeurs
intermédiaires t,,; et w; définies par :

tiyr = 1 si Xj+y;<-a+1
Isixj+y;>a-1
Osi-a+l <x;+y;€a-1

2a ).
Wi = x+yi—Bgy,

2) Ensuite a calculer en paralléle pour tout i allant de 0 i n les chiffres du
ement utilisable, il faut résultat s; = w; + t;, avec la convention w, = tp=0.
Jui est équivalent si la
in entier. Cherchons 3 t; (chiffre de transfert) joue ici le réle d'une retenue (mais il ne se propage pas
€ exigence. de plus d'un rang), quant & w;, il illustre I'usage fait de la redondance du systéme
eme. Soit k I'indice du (sans laquelle 1a méthode ne marcherait pas} : (t;,.;w,;) constitue en fait /'une des
> (k =Max (j | d; # 0}). €critures possibles, dans ce systeme, de X; +y;, choisie de sorte qu'il soit impossible
exigence soit satisfaite, que w; +1; soit de valeur absolue sirictement supérieure 2 a.

Montrons que sous les conditions exposées précédemment, cette méthode nous
donne un résultat correct. Pour ceci, il nous faut prouver que les termes s; sont
compris entre -a et a, ¢t que l'on a bien :

n
i
Z Sl B =x+ Y.
i=0
es; € {-a, —a+l,..., +a)

X . Pour montrer ceci, établissons que I'on a: -a+1 < w; £a-1, ce qui conduit
=t suffisante pour que ; : . o Sl B :
; : . immédiatement au résultat escompté, puisque s; est égal a w; + t;, avec t; pris dans
fre non nul a partir de '

i i’ ] L3
rifiant cette condition (1,01}

—si -a+l <x; +y; <a-1, alors 1, = 0, par conséquent :
—a+l < w; = x+y; <a-1.
—si x; + y; > a—1, alors, puisque x; et Y; sont inférieurs ou égaux a4 a:

18 un systéme syme- ASXity; <2
w001 a1, a),
rrons ultérieurement
désirions calculer la

donc, puisque t; ; estégala 1, a-B < w; <2a - B,

Or, par hypothése, 2a > B+1, donc a - B =-a+ 1. De plus, a <B-1, donc
n-2Xn.3 ... X1Xg) et 2a-B<a- 1. On en déduit I'encadrement recherché : -a + 1 < w;<a-— 1.
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—six;+y;<-a+1, glors, puisque x; et y; sont supérieurs ou égaux A —a :
-ZaSKi+yiS-a

donc, puisque t;,; estégal a1, - 2a + B<w;<- a + B.

Comme précédemment, les hypothéses 2a=B + 1 et a < B-1 entrainent
—-a+B<a-let -2a+B=-a+1.0Onendéduitdonc: -a+1<w;<a-1.

n
- s; B'=x +y.
i=0
La démonstration de ce résultat est évidente. En effet, pour tout i, s; est égal a
X; +y; + t; — Bt;,; (avec la convention t; = 00), on en déduit donc :

n n-1 n-1

Zsi Bi=tn + Z(xi+yi+li-Bti+])Bi= 2 x; +y) Bi=x+y ;
i i=0 i=0

Les deux conditions a < B-1 et 2a 2 B+1 ne peuvent étre satisfaites que si B
est supérieur ou égal & 3. La méthode d'Avizienis ne peut donc étre utilisée que dans
ce cas-ci. Nous verrons ultérieurement qu'il est possible de faire également des
additions de maniére totalement paralléle (c'est-a-dire en un temps indépendant de la
taille des opérandes) en base 2, et en utilisant des chiffres pris dans {1, 0, 1}, mais la
méthode utilisée est alors plus complexe que celle d'Avizienis.

Exemple.
Pour B = 4, on va utiliser des chiffres pris dans {3, 2, 1, 0, 1, 2, 3}. Si l'on
désire additionner x = (31021)4 = — 697 et y = (20112), = + 498, on obtient :

i q 3 2 1 0
X, 3 1 0 2 1
v, 2 0 1 1 2
x+y, | -1 1 -1 3 =3
it 0 0 0 1 ‘T

, i AN EINE
Yo | 4 k./_;r_ % N
34 1 1 0 2 1

Figure 2.3

Et on trouve comme résultat final s =(11021); = —199 = x+y.
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2.7 NOTATIONS A RETENUE CONSERVEE.

Ces notations ne sont généralement utilisées que pour mémoriser des résultats
intermédiaires lorsque 1'on désire calculer rapidement la somme de plusieurs termes
(ce qui se produit par exemple lors d'une multiplication).

Soit B un entier supérieur ou égal a deux. On appellera "€écriture en notation a
retenue conservée” (écriture Carry Save en anglais) d'un entier p compris entre 0
et B.(B™-1)/ (B—1) une chaine de chiffres ( (c,_1,Sp_1)s (€4.2:85.2)s -5 (€0s80) )»
ce {01}, s;€ {0, 1,2, ..., (B-1)} telle que :

n-1

p= Z (c;+s) B
i=0
(l'opérateur '+ désigne ici I'addition, et non le "ou" logique).

Un tel systéme de notation est bien évidemment redondant, et n'est pas
conceptuellement différent des systemes d'écriture d'Avizienis : on peut trés bien dire
que le nombre p que nous venons d'écrire en notation a retenue conservée est écrit en
base B avec des chiffres (les c; + s;) compris entre 0 et B. L'avantage de la notation a
retenue conservée réside dans le fait suivant : on peut additionner en paralléle un
nombre écrit en notation a retenue conservée et un nombre écrit en numération simple
de position, et obtenir leur somme en notation i retenue conservée. En effet :

Soit X un nombre écrit en notation i retenue conservée, en base B, sous la
forme ( (Cp_1,50_1)> (€n2:5n.2) -« » (C0sSp) )» €5 € {0,1), s;€ (0,1, ..., (B-1)},
et soit Y un nombre écrit en numération simple de position : Y = (Y, Y, 5 ... Yols.
Pour tout i, ¢; + s; + Y; est inférieur ou égal 2 2B — 1, et peut par conséquent
s'écrire sous la forme Bd,,,+ ¢;, avec d;,; € {0,1} ete; e {0, 1, ..., B-1}.

On en déduit :
n-1

n-1 n
X+Y = D, (6,45, +Y)B = 2, (Bd, +e)B = X (d,+e)B’,
i=0 i=0 i=0

avec la convention e, = dy = 0.

La chaine ( (d,.e,) > (d.1,€4.1) » --- » (dg.€g) ) est donc une €criture en notation &
retenue conservée de la somme X+Y, que l'on peut calculer trés rapidement, puisque
les couples (d;,, €;) s'évaluent de maniére totalement paralléle (on effectue en fait une
addition normale dans laquelle les retenues — les d; — sont conservées au lieu d'étre
propagées, d'ot le terme de retenue conservée). En répétant cette opération, on voit
qu'il est possible d'additionner en paralléle deux nombres écrits en notation a retenue
conservée.

Si on désire calculer la somme de k termes X'V, X®, ..., X™ écrits en
numération simple de position (ou en complément i la base : le lecteur pourra s'exercer
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a vérifier que cela marche €galement), ce qui est d'une grande utilité pour effectuer des
multiplications, on pourra la faire de la maniére suivante :

® Erape I — Ajouter XV et X@ o utilisant le procédé précédent, de sorte
a obtenir leur somme R‘? en notation i retenue conservée,

® Etape 2 - Ajouter R? ¢¢ X®, de sorte a obtenir leur somme R® en
notation a retenue conservée.

® Etape k-1 - Ajouter R*D e¢ X®) 4o sorte & obtenir leur somme R™ en
notation a retenue conservée.,

® Etape k — Transcrire R® en numération simple de position (ou en
complément 4 la base), en effectuant une "vraie" addition,

De nombreux multiplieurs (comme par exemple le multiplieur cellulaire de
Braun, que nous étudierons au chapitre 4), ainsi que certains diviseurs (comme le
diviseur de Hamacher et Williams présenté au chapitre 5), utilisent, de fagon
"déguisée” ou avouée, ce procédé d'addition.

2.8 REPRESENTATION MODULAIRE DES NOMBRES.

Ce mode d'écriture sert manipuler de grands entiers, il consiste 2 représenter
un nombre par ses résidus modulo des termes choisis d'avance. Si on se donne n
entiers naturels My, ..., my, premiers deux 4 deux, et a un entier relatif, alors tout
nombre p pris dans {a, a+1, ..., +a+ mymomy ... my, - 1} peut se représenter de
maniére unique par un vecteur d'entiers (py, p,, ... »Pnds D€ {0, 1,2, ..., m;-1},
tel que pour tout i, p; = p mod my;. Clest cette représentation que nous manipulerons, et
nous noterons par abus de langage P=(P1: P2+ -+ » Pu)mod:

Par exemple, si on utilise my = 32707, m, = 32713, my = 32717, my = 32719
et ms = 32749, on peut représenter tous les entiers compris entre 0 et
37508?52787150312164156, et ceci en ne manipulant que des quantités inférieures 4
32767 (qui peuvent donc étre €crites en binaire sur 15 bits).

L'avantage de ce mode de représentation des nombres réside dans la commodité
avec laquelle peuvent s'effectuer les additions, les soustractions et les multiplications.
En effet, il est trés facile de constater quel'ona:

(P1>-» Podmoat @1 s Gudmoa = ((py+q,) mod Mys... s (Pa¥q,) mod my),, 4
(Pl,--- » pn)mod‘_ (q]v-- H qn)mod = ((pl_Q]) mod my,..., (pn_qn) mod m'n)mod
(P1s-ee s Prn)modX {o Gndmod = ((p1xq;) mod my,..., (anan mod m,,)

mod
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Par contre, il semble trés délicat dans un tel systéme de notation d'effectuer des
comparaisons, de décider du signe d'un nombre, et de faire des divisions. Aussi la
représentation modulaire des nombres ne peut étre utilisée que pour des algorithmes
trés particuliers.

Comme le souligne D. Knuth dans [KNU69], on peut, sur une machine binaire,
avoir avantage a utiliser des termes m; de la forme 2% -1, car les opérations
arithmétiques élémentaires sont considérablement simplifiées : calculer modulo 29 -1,
cest calculer en complément a 1 sur e; bits.

2.9 REPRESENTATIONS CLASSIQUES DES NOMBRES REELS.

2.9.1 Ecriture des réels en virgule fixe.

Cette méthode consiste a représenter les nombres réels par des entiers, codés par
I'une des méthodes étudiées auparavant, aprés avoir implicitement décidé d'un facteur
d'échelle K, qui est une puissance de la base dans laquelle on écrit les entiers.
l'entier p représente alors le réel p.K. Ce principe est encore utilisé pour des raisons
de rapidité, (notamment en traitement du signal, oli les exigences de rapidité sont
primordiales lorsque I'on veut calculer en temps réel), car pour effectuer une addition
de deux réels écrits en virgule fixe (avec bien siir le méme facteur d'échelle !), il suffit
d'additionner les deux entiers qui représentent ces nombres.

La notation en virgule fixe s'est toutefois vite avérée peu commode, puisqu'elle
ne permet pas de représenter des nombres d'ordres de grandeur tres différents. De
plus, le fait d'avoir & fixer a priori un facteur d'échelle avant de calculer n'est pas
d'une trés grande commodité, puisqu'il faut avoir & l'avance une idée de l'ordre de
grandeur des résultats, et, ce qui est souvent plus difficile, des valeurs intermédiaires
rencontrées lors des calculs. Peu & peu s'est donc imposé I'idée d'une modification
automatique du facteur d'échelle, en cours d'exécution des programmes, afin de
sadapter dynamiquemnent i la taille des nombres traités. Le facteur d'échelle associ€ &
l'écriture d'un réel, puisqu'il variait en cours de calcul, ne pouvait bien siir plus étre
implicite, et il devait étre fourni en méme temps que ce réel : la notation en virgule
flortante était née.

2.9.2 Ecriture des réels en virgule flottante.

L'écriture d'un réel x en virgule flottante, en base B avec M chiffres de
mantisse et E chiffres d'exposant est un couple (m,e) tel que :

e m, appelé mantisse de x, est écrit en virgule fixe en base B sur M chiffres.
e € est un entier écrit en base B sur E chiffres, appelé exposant de x.

eXx =m B*
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B€ joue le rdle du facteur d'échelle de la notation en virgule fixe, mais il est
maintenant explicite. 1l est a noter que la définition précédente ne garantit aucunement
l'unicité de la notation, tout d'abord parce qu'il n'est pas spécifié que m et e
s'écrivent en notation "signe/valeur absolue" ou en "complément & B", ou dans une
autre notation, ensuite parce que si B est égal a 10, (1.25,0), (12.5,-1) et (0.125,1)
sont tous des représentations de 1.25 conformes 2 la définition précédente.

Il est immédiat que, puisqu'on ne dispose que d'un nombre limité de chiffres de
mantisse, l'introduction de zéros & gauche de cette mantisse nuit 2 la précision. En
effet, si par exemple on travaille en base 10 avec 4 chiffres de mantisse, les repré-
sentations suivantes du nombre 7 ne fournissent pas toutes la méme précision :

(0.031,2) (3.142,0) (0.003,3)

Pour pallier cet inconvénient, on convient en général d'adopter une représen-
tation "sans z€ros & gauche" : on appellera écriture en virgule flottante normalisée
d'un nombre réel x une écriture en virgule flottante (m,e) telle que si X est non nul,
alors le chiffre de poids fort de m est distinct de 0. En outre, le facteur d'échelle de la
représentation en virgule fixe de m est choisi de sorte que l'on ait :

I/B <lml < 1

Il est évident qu'une représentation spéciale devra étre choisie pour le nombre
zéro, qui ne peut &tre noté en virgule flottante normalisée.

Attachons nous maintenant 2 la représentation de I'exposant e. Celui-ci peut étre
aussi bien négatif que positif, or lorsque I'on désire additionner deux nombres écrits
en virgule flottante, il est nécessaire de comparer leurs exposants, afin de décaler vers
la droite les chiffres de mantisse du plus petit des deux nombres (en valeur absolue)
d'une quantité égale a la différence des exposants. La comparaison des exposants se
complique s'il faut faire intervenir leurs signes : aussi, lorsque la base utilisée est
égale a 2, on adopte souvent la convention dite des exposants biaisés qui consiste a
ajouter A l'exposant effectif la valeur 2E-! (E est le nombre de chiffres d'exposant)
afin de ne mémoriser que des exposants positifs, plus faciles a comparer. En effet, si
l'exposant effectif, écrit en complément & 2 est compris entre -2E-! et 2E-1 _ 1. alors
I'exposant biaisé, celui qui sera mémorisé, sera compris entre 0 et 2E — 1 : il sera
donc toujours positif.

Exemple.

Dans un des standards d'écriture en virgule flottante les plus répandus, le
standard [EEE simple précision [COO80), les réels sont écrits sur 32 bits, répartis
entre 1 bit de signe, 23 bits de mantisse (ce qui correspond donc a 24 bits d'écriture de
la mantisse en "signe - valeur absolue") et 8 bits d'exposant. La base de numération
est 2, I'exposant est biaisé, et le premier "1" de la mantisse est implicite : en effet,
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puisque les nombres sont codés en écriture normalisée, le premier bit de la mantisse
est forcément égal 4 1, on gagne donc un bit en ne le mémorisant pas. Considérons le
nombre dont I'écriture dans ce standard est :

313029282726252423212220191817161514131211109 8 7 6 543 2 1 0
[100011110010101010!010!010101010

|—» Exposant biaisé \—» Mantisse

Signe : le "1" indique un nombre négatif

Figure 2.4

Nous utilisons une notation normalisée, la valeur absolue de la mantisse est
donc comprise entre 1/2 et 1. Elle vaut, puisque le premier "1" est implicite :

1 1 1 1 1 121‘ 2
TPty tontmtIin *7”9(71') i 5

L'exposant biaisé est égal a (00011110), = 30, l'exposant effectif vaut donc
30- 281 =-98. Donc le nombre représenté vaut environ -2/3 , 298 = -2,103.1039,

L'algorithme suivant, dit & W.M. Gentleman (voir [GEN74]), permettra au
lecteur d'espionner les tréfonds de sa machine préférée. 11 ferait la frayeur de tout
algorithmicien orthodoxe, puisque, bien que son exécution sur toute machine se passe
fort bien et dans un temps tout a fait raisonnable, il est composé de deux boucles aux
propriétés peu communes : théoriquement, on ne sort jamais de la premiére, et on
n'entre jamais dans la seconde... et pourtant il tourne! Nous le donnons en
PASCAL, mais il est bien évident qu'il se comporterait pareillement s'il était écrit dans
tout autre langage de programmation supportant des variables écrites en virgule
flottante.

Function spy : integer ;

var A.B :real ;

begin
A=10;B:=10;
while (A+1.0)-A )-10 = 00 do A:=20%A;
while ((A + B) - A)-B # 00 do B:=B+1.0;
spy = round (B) (* round est l'arrondi en Pascal *)

end ;

Question : que calcule cette fonction ?

“yuvrio)f ambna ua spnawa saj san3aaffa smod
Réponse :  awapuy uodnf ap apsynn uonvigunu ap asvg vj 2myvI 7,
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2.10 NOUVEAUX SYSTEMES D'ECRITURE DES REELS.

Divers auteurs ont essayé de mettre au point des systemes d'écriture des réels
permettant d'effectuer plus rapidement certaines opérations (ce sera le cas des
systémes logarithmiques, qui simplifient considérablement les multiplications, les
divisions et les racines carrées. .. au détriment des additions et des soustractions), ou
de pouvoir représenter de tros grands et de trés petits nombres (ce qui est le cas des
systémes d'Olver). Nous allons maintenant explorer rapidement ces systémes, qui ne
sont utilisés sur aucune machine courante,

2.10.1  Systéme logarithmique d'écriture des nombres réels,

Ce systéme a éié présenté par Swartzlander et Alexpoulos en 1975 dans [SA74],
il consiste A représenter un nombre par un symbole indiquant son signe et par le
logarithme de sa valeur absolue, écrit en virgule fixe ; et est destiné 3 &tre utilisé pour
I'éxécution d'algorithmes requérant beaucoup de multiplications et de divisions. Par

es =+ ]

¢ lo, appelé partie logarithmique, est écrit en virgule fixe en base B.
ex = s.Blo,

Nous écrirons : x = (s, lo)log. Dans un tel systéme, les multiplications et les
divisions s'effectuent aisément, en effet -

(5, 10))0g X (5", 10915, = (ss', lo + lo'),,

(s, 10)10 , ;
*————(S.’ lo)}og =(ss, lo-1lo )]qg

de plus, si la base choisie est égale A 2 (ce qui permet de multiplier par des puissances
de 2 les parties logarithmiques par de simples décalages), la racine carrée d'un nombre
se calcule trés facilement -

|
V0 =1, -2,

Mais, le lecteur I'aura compris, un tel systéme ne permet pas d'effectuer facile-
ment des additions et deg soustractions, méme si (voir [TGJIR88]) des solutions ne
manquant pas d'élégance ont été proposées, basées sur des tabulations de fonctions.
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A titre d'exemple, si la fonction @(x) = logp (1 + B est tabulée, la somme
de deux nombres de méme signe s'obtient par :

(s, lo) + (s, lo') = (s, lo + @ (lo - 10"))

2.10.2 Systéemes d'Olver.

Pour pouvoir représenter aussi bien de trés grands et de trés petits nombres, tout
en permettant d'écrire les nombres d'ordre de grandeur courant avec une précision
satisfaisante, Olver propose deux systémes d'écriture des nombres, les systémes /i et
sli (voir [OLVE7]). Nous ne présenterons ici que le systéme sli, qui contient le
systeme /i. Les nombres que ce systeme permet d'écrire seront notés (s, n, ¥)g;
avec :

ss=% ]
e 1 est un entier relatif.
e y est un réel compris entre O et 1, écrit en virgule fixe.
. (-I,n,y)=—(1,n,y)
(s, -n, y)=1/(s, n, y)
sin=0alors(s,n,y) =y

sin>0alors (s, n, y) = gl y)

Ainsi, un nombre x tel que Ix| = 1 s'écrira (s, n, y), avec :

.cy
(c(e(.. ) )

X=5.¢ (n exponentiations).

Tandis qu'un nombre x tel que Ix| £ 1 s'écrira (s, -n, y), avec :

X=5.¢ (n exponentiations),

Si on ne s'intéresse qu'au probléme de la représentation des nombres, ce sys-
téme est excellent, car il permet de représenter d'énormes quantités, sans pour autant
altérer la précision de représentation des nombres d'ordre de grandeur courant
([OLV87]). Par contre, si on cherche a effectuer des calculs on se trouve vite
confronté a de gros problémes : une addition ou une multiplication dans ce systéme
sont des opérations qui demandent beaucoup de calculs ou de lectures de tables. Dans
[OT87], Olver et Turner proposent une implantation des systémes d'Olver.
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2.11 ERREURS D'ARRONDI. ARITHMETIQUE D'INTERVALLES.

Les systémes a virgule flottante sont de loin les plus employés pour manipuler
des nombres réels, aussi dans ce paragraphe, nous supposerons implicitement que
nous utilisons un systéme de ce type (mais cette étude reste valable pour la plupart des
autres modes de représentation des réels). Un tel systeme a l'inconvénient d'étre non
clos arithmétiquement. En effet, si nous appelons S l'ensemble des nombres qui
s'écrivent en virgule flottante dans un standard de notation (base, nombre de chiffres
de mantisse et d'exposant, ...) fixé 2 I'avance, la somme, la différence, le produit et le
quotient de deux €léments de S ne sont pas forcément éléments de S.

Par conséquent, le mieux que l'on puisse faire lorsque l'on désire implanter une
opération ® en machine (® € {+,-,x,+}) est d’arrondir le résultat, c'est-a-dire de
remplacer z = X®Y (nous notons les réels en minuscule et les éléments de S en
majuscule) par un élément Z de S qui sera en général choisi en utilisant 'une des

stratégies suivantes :

o Arrondi par défamr Z =V (z) =Max {Y € S1Y < z}.

o Arrondi par excés Z= A (z) =Min {Y € § iY=z).

e Arrondi au plus prés Y'Y e S, lz- Yizlz-ZI

e Arrondi vers zéroZ =V (z)siz=20,A (z) siz < 0.

o Arrondi vers linfini Z = A(z) siz 20, V (z)siz<0.

e Arrondi stochastique Z est choisi "au hasard" entre V (z) et A (z), suivant une
loi de probabilité fixée a I'avance.

Chaque fois que nous effectuons une opération arithmétique en machine, une
erreur d'arrondi apparait. Dans de nombreux calculs, ces erreurs d'arrondis n'ont pas
de conséquences bien graves, mais il arrive parfois que leur cumul entraine une erreur
telle que le résultat n'ait plus aucun chiffre significatif, comme le montre l'exemple

suivant.

Exemple.
Considérons la suite (a,) définie comme suit :

1130 | 3000
g =111 - +

ay |
ag=11/2
3.1‘—‘6‘1’1]

La limite de a, est 6. Pourtant, sur n'importe quelle machine, on observera une
convergence rapide de cette suite vers 100... Cet exemple montre que méme
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lorsqu'en machine on observe une "bonne convergence” qui semble rapide, sans
qu'aucun résultat intermédiaire ne s'approche de zéro ou de l'infini (risques de
dépassement de capacité), le résultat observé est sujet a caution.

Plusieurs auteurs ont essayé de trouver un moyen de controler ces erreurs
d'arrondi. Nous allons présenter 4 présent une méthode basée sur une nouvelle
écriture des nombres : elle consiste  représenter les réels par des intervalles.

L'arithmétique d'intervalles.

Lorsque nous calculons en machine une somme z = X+Y (nous notons toujours
les réels en minuscule et les éléments de S en majuscule), nous obtiendrons suivant le
mode d'arrondi soit Z, = V (2), soit Z, = A (z). Plutdt que de représenter la
variable z par Z, ou Z,, on peut chercher 2 la représenter par l'intervalle [Z,, Z,],
auquel elle appartient. L'idée de base de l'arithmétique d'intervalle, due a Moore
[MOO63], est de représenter toutes les variables par des intervalles dont les bornes
sont €léments de S, et d'utiliser les opérateurs arithmétiques de base définis comme
suit (on suppose A<B et C<D):

[A, B] + [C, D] = [V (A+C), A (B+D)].
[A, B] - [C, D] = [V (A-D), A (B-O)].
[A, B] x [C, D] = [V (min {AC, AD, BC, BD}), A (max {AC, AD, BC, BD})I.
1+[A, Bl= [V (/B),A(l/A)]siA B >0.
[V (1/B), +eo] si A = 0.
[—=, A (1/A)] si B = 0.
[—oo, +oo] SiA < 0 < B.
(A, B] + [C, D] = [A, B] x (1/[C, D]).

Les intervalles obtenus contiennent toujours les variables qu'ils représentent :
avec une telle méthode (décrite dans [KM81]) on est alors certain de majorer l'erreur
de calcul. En particulier, dans I'exemple précédent, l'emploi de I'arithmétique
dintervalle ne nous fera pas apparaitre le phénoméne de "fausse convergence” vers
100 que nous avons signalé. Hélas, dans la plupart des cas, les majorations d'erreurs
finissent, au bout de nombreux calculs, par tre trés grossiéres et par conséquent
inutilisables.

L'arithmétique d'intervalles n'est pas la seule méthode permettant de contréler
les erreurs d'arrondis. Il existe une autre classe de méthodes, dites méthodes de
perturbation, qui consistent 3 perturber volontairement les résultats intermé-
diaires (ou, ce qui revient au méme, a travailler en mode d'arrondi stochastique), et a
faire une analyse statistique des résultats obtenus. L'idée d'effecter de telles
perturbations date des débuts de 1'¢re informatique : en 1950, Forsythe propose dans
[FOR50] de travailler en mode d'arrondi stochastique. Nous ne nous étendrons pas
sur ces méthodes, car elles n'entrent pas dans le cadre de ce chapitre, puisqu'elles ne
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conduisent pas & l'adoption d'un systéme particulier de notation des nombres (elles
sont adaptées au calcul en virgule flottante). Ces méthodes de perturbation, basées sur
des idées attrayantes, sont trés prometteuses et constitueront sans doute 2 l'avenir le
meilleur moyen de contrdler la stabilité numérique en machine. Il reste cependant 2
déterminer théoriquement ou expérimentalement les domaines de validité des
hypothéses statistiques qui les sous-tendent.

Le lecteur intéressé pourra consulter les travaux de Henrici [HENG62], Hull et
Swenson [HS66], et plus récemment ceux des équipes de Jean Vignes ([VAS5],
[VIG78], [VIG87]) et Frangoise Chatelin ([BB88], [BC88], [CHASS]).
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