3. Algorithmes d'addition.

INTRODUCTION.

La conception d'additionneurs rapides est d'une grande importance, non
seulement d'ailleurs pour effectuer des additions, mais également pour construire des
multiplieurs et des diviseurs efficaces. Dés le début de ce qu'on pourrait appeler "l'gre
informatique”, des chercheurs ont essayé de mettre au point des algorithmes
daddition plus performants que P'algorithme intuitif et purement séquentiel que l'on
apprend & I'école. En 1946, notamment, Burks, Goldstine et Von Neumann, dans leur
célebre article " Preliminary discussion of the logical design of an electronic
computing instrument” ([BGN46]), qui jette les fondements de l'architecture des
calculateurs, analysent le probléme de I'addition et montrent que le temps moyen
nécessaire au calcul de la somme de deux nombres binaires écrits en numeération
simple de position ou en complément 4 2 sur N bits est proportionnel & Logs(N). Leur
solution ne peut étre raisonnablement envisagée que sur une machine asynchrone, ce
qui n'est plus réaliste de nos jours, mais elle permettra ultérieurement de concevoir
d'autres types d'additionneurs.

Dans ce qui suit, nous allons éwdier les principaux algorithmes d'addition utilisés
par les concepteurs de circuits. Nous nous intéresserons uniquement 2 l'addition de
nombres €crits en base 2 (avec selon les cas des écritures en "signe - mantisse", en
complément & 2, ou en "chiffres signés"), la généralisation a des bases différentes de 2
est élémentaire.

Des résultats tres intéressants de complexité concernant I'addition ont été
obtenus, notamment par Brent ([BRE70]) et Winograd (J[WIN65]). Dans [WIN65], &
laide de la notion d'é/ément (d,r) que nous avons étudiée au chapitre 1,
S. Winograd moutre que le temps T(n) nécessaire i 'addition de deux nombres écrits
en numeration simple de position ou en complément 2 sur n bits par un circuit

conforme 4 son modéle vérifie T(n) = i-logr (2nﬂ T, ol [u] désigne le plus petit entier
superieur o €gal & u. Comme nous l'avons déja vu au chapitre 1, une conséquence de
cette étude est que, pour construire des additionneurs calculant en un temps meilleur
que logarithmique, il faudra soit admettre que les éléments logiques aient un fan-in
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non borné (ce qui nous donnera par exemple la solution des additionneurs 2
évaluation anticipée de la retenue (Carry Look-ahead ), qui a cause justement de ce
probléme de fan-in ne peuvent étre utilisés pour des opérandes de grande taille), soit
accepter d'écrire les entiers dans un autre systéme de notation que la numération
simple de position ou le complément & deux (il est possible de construire des
additionneurs fonctionnant en un temps indépendant de la taille des données si I'on
€crit ces derniéres en "chiffres signés”).

3.1 RAPPELS.

Si l'on désire additionner deux nombres A et B s'écrivant en numération simple
de position en base 2 sous la forme :

A = (AI'I-IAII—Q - Ag) B = {BI'I—IBH-'Z A BQ)

alors le résultat s'écrit sous la forme : S =(S,S, ;Sp.0 ... Sp)

Cy=0

siti<n alors §; = A, @ B, ® C,
STI:CI!

C.., = Maj (A],Bi,Ci)

141 —

ol les termes S; sont définis par : (E)

Le terme S,, indique le dépassement de capacité. En complément a 2, les calculs
des termes Sy, Sy , ..., S;_; sont donnés par les mémes formules que précédemment
(la notation en complément 2 la base 2 été inventée dans ce but 1), mais la détection du
dépassement de capacité se fait de fagon différente. Analysons ce probléme en
examinant toutes les valeurs que peuvent prendre C, et S, en fonction de A
By,_1 et C,_q lorsque I'on applique les relations (E) (Voir figure 3.1).

n-1-

Ant [ By [ Coall Sz | Ca
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 4]
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Figure 3.1.
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Dans le chapitre précédent, nous avons constaté que lorsque nous cherchons
calculer la somme de deux nombres A et B écrits en complément a une base B en
effectuant en fait une addition modulo B" (c'est ce que l'on fait ici si I'on retient uni-
quement les termes (S, S, ... Sy)), deux cas de figure peuvent se produire :

- si les signes de A et de B sont différents, alors aucun dépassement de capacité
n'est & craindre.

~si les signes de A et B sont égaux, alors il y a dépassement de capacité si et
seulement si le signe de S est distinct de celui de A et B.

Lorsqu'un nombre P est écrit en complément a 2 sous la forme (P, _; ... Pg), il
est facile de constater qu'il est négatif st et seulement si P,,_; est égal a 1. Le tableau
précédent nous enseigne donc que 'on a : signe de A = signe de B #signe de S si et
seulement si C,,_; est différent de C,,. Pour savoir 'l y a dépassement de capacité, il
suffit donc de calculer C,_; @ C,, : si cette quantité vaut 1 alors il y a dépassement,
sinon le résultat est correct.

3.2 ADDITIONNEUR SEQUENTIEL ( Ripple carry adder )

Les relations (E) nous permettent de concevoir tout de suite un additionneur trés
simple. Supposons que nous soyons capables de construire une "cellule élémentaire”
qui calcule Ci,; et S; en fonction de A;, B; et C;. Une telle cellule peut par exemple
éure bitie & partir du schéma logique présenté ci-dessous.
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Figure 3.2 Une cellule élémentaire d’additionneur.
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Nous désignerons par la suite cette cellule par : C,,— FA — C

!

S.
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Les lettres "FA" proviennent de 'anglais Full Adder . Cherchons maintenant 3
construire un additionneur/soustracteur de nombres écrits en complément 4 2 sur n
bits. L'architecture de base d'un tel opérateur sera composée de N cellules
€lémentaires et d'une porte XOR permettant de calculer Ch1 @ G, afin de détecter
un éventuel dépassement de capacité. Lorsqu'on effectuera une soustraction A-B, il
faudra tout d'abord chercher T'opposé de B, puis ensuite calculer A + (—B); dans ce
but, on peut remarquer que si B s'écrit en complément 4 2 sous la
forme (B, B,_; ... ]32B1B0)g , €t si on consideére le nombre B obtenu en
complémentant chacun des termes B; (B s'écrit (B, B, , ... B,B,By) ), alors
puisque B et B sont de signes opposés, B+B se calcule sans risque de dépassement de
capacité, et I'écriture en complément & 2 de B+B est (111111 ... 111), ce qui nous
donne : B+B =-1, soit -B = B+1.

Pour effectuer la soustraction A-B, il suffit donc de complémenter chacun des
termes B; et d'injecter dans I'additionneur une retenue entrante égale a 1, puisque oter
B a A est équivalent a calculer A + (B+1). C'est ce que fait le circuit logique décrit ci-
dessous. La variable logique sous vaut 0 si on additionne et 1 si on soustrait, La j2me
cellule €lémentaire regoit en entrée C;, A; et (sous @ B; ). Cette derniére quantité
est €gale a B; si sous est égal 2 0, et 4 B; sinon, ce que 'on désirait. La variable
dépassement vaut 0 si le résultat fourni par I'additionneur est valide, et 1 en cas de
dépassement de capacité. Dorénavant, nous ne traiterons plus de la soustraction
puisque, comme nous venons de le constater, en complément i deux cette opération
n'est guere différente de l'addition.

Bo.: Ana B, A, B, AOsous=CD
==t
Cn -n-1 2 C'
FA caa — FA FA -
{ Dépassement l l
Sn-1 S So

Figure 3.3 Additionneur séquentiel en complément @ 2 (Hwang, [HWA 79]).

Etant donné que pour calculer S; et Cj, la i¥me cellule doit disposer de Cj,on
voit que cet additionneur est purement séquentiel : les cellules FA travaillent les unes
apres les autres, et le temps de calcul de I'ensembie est donc proportionnel a n.
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Lorsque pour effectuer un calcul quelconque (ce sera par exemple encore le cas
lorsque nous traiterons de la multiplication par réseaux cellulaires, au cours du
chapitre 4) plusieurs éléments identiques travaillent I'un aprés l'autre, de maniére
totalement séquentielle, il est possible de réduire soit la surface de calcul (en n'utilisant
qu'un seul de ces éléments), soit le temps global de traitement de plusieurs calculs (en
travaillant en "pipe-line™).

La premiére de ces deux stratégies est ici tres simple A implanter : on n'utilisera
qu'une seule cellule "FA", rebouclée sur elle méme, et on lui ameénera les bits des
opérandes en série, & partir des poids faibles (si on prend comme unité de temps le
temps de calcul de la cellule FA, au temps i cette demire recevra A, et B;, et fournira
S, ,). La figure 3.4 décrit le dispositif obtenu.

An-l Bn-l
Az Big
A By
Al B;
FA
S
Sz
S

Figure 3.4 Additionneur série au temps i.

La deuxiéme stratégie est un peu plus délicate 2 implanter, et peut conduire a des
solutions différentes. Supposons que nous désirions calculer les p sommes

suivantes :
S(O) = A(0)+B(U)
g o A, gD
S(Z) = A(2)+B(2)

S(p-l) . A(F" }+B(P‘l)

L@ i - % % ; . . @ G G
ot AY, BY et SV siécrivent (2 at, ... al), G L by et (Sr:-)lsnl-)'.’ e 5 3,
en numération simple de position ou en complément & 2. On peut tout d'abord

reprendre les n cellules FA de la figure 3.3, et faire entrer dans le réseau linéaire ainsi
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constitué les bits des nombres AY et B¥) de la maniére indiquée figure 3.5 (par souci
de simplification, les portes logiques "OU exclusif* permettant d'effectuer également
des soustractions ont €t€ omises). Si comme précédemment on adopte comme unité de
temps le temps de calcul d'une cellule FA, il est facile de constater qu'au temps 1, on

. , . 0 . i
obtient sf,m, quau temps 2 on obtient s‘()')ct 5(1 ), et que de maniére générale, au temps

i on obtient tous les termes sf("’) tels que k+m+1 = i. On en déduit que les p sommes

des nombres A® et BY écrits sur n bits s'obtiennent au temps n+p-1,

Le réseau présenté a la figure 3.5 est trés simple (c'est en fait un additionneur
séquentiel simple). 11 présente toutefois un inconvénient qui réside dans la maniére
dont les opérandes doivent étre acheminées : chaque opérande doit étre amenée en
série, bit par bit. Un tel réseau est en fait un additionneur "série et pipe-line”,

(3) . (3)
a;” by
(2}, (2) (3) n(3)
a7 byt Ay by

(1) (1) (2) 1 (2) (3}, (3)
ay b3 a, b2 a bl
0 (1) (1 20 (2 1) L3
Q@ a0 aPb® 4O p®

{0y () 1y, (1) (2), (2)

i a" b, a(lmbl) 25 by
(© (1) (1)

e — a, bl a, bo

(0} | (0)
ay° by

l !

Figure 3.5 Un additionneur série et pipe line.

On peut également concevoir un additionneur permettant de calculer en pipe-line
les termes S®, en supposant que les opérandes A® et BY, ainsi que les sommes S®
sont acheminées en parallele. Un tel additionneur sera plus complexe mais plus rapide
que le précédent. Nous utiliserons les cellules de base décrites figure 3.6, appelées
"cellules HA" (de l'anglais Half Adder).

| ]
.

< s

Figure 3.6 Une cellule HA.
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Nous utiliserons également des "cellules délais” (les cellules D de la figure 3.7)
qui mémorisent leurs entrées durant un délai €gal au temps de calcul d'une cellule HA
avant de les restituer en sortie. Il est facile de montrer que le réseau de la figure 3.7
(présenté dans le cas n=6) calcule bien la somme de (asa, ... ag) et (bsby ... by).

as bs ag by a3 by a; by a by ap bo

ST ﬁ
ijf;rD

| |

2

Figure 3.7 Un additionneur paralléle et pipe-line.
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Un tel réseau permet un calcul pipe line sans difficulté, on peut lui envoyer les
chiffres des opérandes AW et B® dans l'ordre indiqué ci-dessous (présenté dans le cas
n=4), ces opérandes sont acheminées en parallele.

Le réseau de la figure 3.7 calcule les p sommes de nombres €crits sur n bits en un
temps égal 2 n+p-1 fois le temps de calcul d'une cellule HA. Puisque les cellules HA
sont plus simples que les cellules FA, ce réseau est a priori plus rapide que celui de
la figure 3.5.

Nous allons maintenant revenir au cas ol on désire évaluer la somme de deux
opérandes seulement. Afin de concevoir des additionneurs plus rapides que
l'additionneur séquentiel simple, nous allons essayer de voir s'il est possible
d'introduire du parallélisme dans le processus d'addition.
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3.3 PRINCIPE D'ADDITION AVEC RETENUE CONDITIONNELLE,
Si nous désirons additionner deux eatiers A et B écrits en binaire (numération de Al
position ou complément & 2) sur n = 2p bits ; S
1
A=(Ap 1A ... AjAy) B =(B,B,,... BB numeér:
Alors il est possible de fractionner cette addition bits en deux additions de
nombres &crits sur p bits : D
o) addition de (A,.1A,; ... AjAg) et (B, B, ... B,By) SpetC
i et B en
B) addition de fAppdops o ApiAp) et (BB, ... B,.1Bp), en Cor) I
"réinjectant” i l'entrée de l'additionneur comme retenue initiale la retenue sortante de 0.
l'addition précédente.
11 est clair que pour l'instant, aucun parallélisme n'est encore possible puisque
nous devons attendre de connaitre la retenue sortante de la premiére addition pour Ce
commencer la seconde. Le pnncipe de l'addition avec retenue conditionnelle consiste 3 -
NE pas attendre le résultat de 1a premiere addition et i effectyer tout de suite la i
deuxiéme en envisageant les deux cas de figure possibles (retenue entrante nulile ou d Qu
€gale a 1). On effectue donc en fait en paralléle trois additions -
de A et
@) addition de (A, 1A, ... A,Ay) et (B,.1B,.5 ... B,Bp) (resp. €

B) addition de (Ap AL, ... ApaiAp) et (B,.1B, 5 ..
Supposant une retenue entrante nulle.

Y) addition de L T ApnA,) et B,;B,,...B
Supposant une retenue entrante égale 3 1.

: BpHBp), en

P+|Bp}‘ en
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apres ceci, la valeur de la retenue sortante de l'addition o nous permettra de choisir
entre les résultats des additions B et y.

Ce principe peut étre appliqué tel quel, mais on peut aussi l'appliquer
récursivement, et fractionner de méme les additions sur p bits en additions sur p/2
bits, etc. (on voit que pour qu'une telle récursivité puisse étre appliquée jusqu'au
bout, il faut que n soit une puissance de 2, ce qui est le cas dans la plupart des
applications pratiques).

Si l'on appelle T, le temps nécessaire a l'addition de deux nombres codés sur n
bits en utilisant récursivement le principe des retenues conditionnelles, on voit que Ty
est égal & la somme de Ty (temps nécessité par les étapes a, B et v effectuées en
parallele) et d'une constante (temps nécessité par le choix entre les résultats depety
au vu du résultat de o). I est donc immédiat que T, est proportionnel & log(n) : nous
venons de prouver qu'il est possible d'additionner des nombres sur n biis en un
temps logarithmique. Le principe de I'addition avec retenues conditionnelles est
utilisé par les additionneurs de type "Conditional Sum Adder” , que nous allons
maintenant décrire bri¢vement.

Additionneurs a retenue conditionnelie (Conditional sum adders) .

Supposons que nous désirions additionner les nombres A ¢t B, notés en
numération simple de position ou en complément a 2 sous la forme :

A= (A gy e ) B = (B, B, ... By

Dans un premier temps, on calcule quatre quantités intermédiaires Sg , Cy ,
8, et C,. Les bits de Sy, (resp. Cy) sont les sommes (resp. les retenues) des bits de A
et B en supposant des retenues entranies nulles. Ce qui donne, si on note Sy ; (resp.
Co; ) le i*™ bit de Sy (resp. Cp)

So.i = A]' @ Bi
Co.i = AB;
Ce qui peut s'écrire : 2Cg; +, Sp; = A; +, By, ol "+," désigne I'addition et

non le "ou” logique. Il est important de noter que ces termes peuvent se calculer de
facon complétement parallele.

Quant aux bits de S; (resp. C,). ce sont les sommes (resp. les retenues) des bits
de A et B en supposant des retenues entrantes €gales & 1. Ce qui donne, sion note S, ;
(resp. Cp; ) le itme bit de §) (resp. Cy) :



Algorithmes d'addition

Ce qui peut s'écrire : 2C1i+, 815 = A, +, B+, 1.

Dans un deuxiéme temps, les résultats précédents (notamment les Cy,etles Cyy)
nous permettent de regrouper les bits par groupes de 2 : S (resp Co) sera composé
de sommes (resp. de retenues) de blocs de 2 bits de A et B pour lesquels on suppose

une retenue entrante nulle. Il en va de méme pour 5; et C; , ol on suppose pour

chaque bloc une retenue entrante €gale a 1. On obtient alors, pour tout j compris entre
Oetn/2-1:

4 Cojr1 +a 2805 +, So,.2

=@ Agyy +i Ay)) +, 2 Baji1 +a By;)
4 Ciojur +a 289, +

i S].Zj =(2 A2j+1 +, A?._]) +, (2 sz_” +y B2] )+ 1.

On procéde ensuite en regroupant les bits par blocs de 4, puis de 8, etc. A I'étape
i, les bits sont regroupés en blocs de taille 211 et les 21! bits de poids faible de S, et
S, sont ceux de la somme recherchée, L'exemple suivant
il illustre 'addition de deux nombres de 8 bits par ce procédé. Les valeurs successives

de Sy, Cy, S, et Cy sont indiquées, et les parties hachurées correspondent aux bits
de la somme connus exactement.

AJojt]tjofo]1T1Jo] A=i0o

B [tjojo[1]|o] 1] B =150
Sol ' [" T T ToJoloWs SilofJoJo o 1T 7
Colofo]ofo]o o) Gt lafel 710
So [ TOT T Sy [ odeTo T (57
Colo] Jo 0 1 Gl 1 0 1
] KEEEERER 42 S;|[o]oTo N
C,l o 0 Cl1 | o

Résultat

A0 %) LG ILLIALL T,

= 252 si retenue entrante = ()

= 253 si retenue entrante = 1

Figure 3.9 Exemple d'addition avec retenue conditionnelle.
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34 PRINCIPES DE GENERATION ET DE PROPAGATION.

Le principe de “génération" semble avoir été discuté pour la premiére fois par
Burks, Goldstine et Von Neumann dans [BGN46]. 11 est basé sur une constatation
trés simple : lors de l'addition de deux nombres A et B écrits en numération de
position ou en complément & 2, si A, est égal a B; alors il n'est pas nécessaire de
connaitre la retenue C; (et il est donc inutile d'attendre qu'elle soit calculée) pour
calculer C;,, et S;,;. En effet :

—si A; = B; =0, alors C;,, sera forcément nul.
—si A; = B; = 1, alors C; sera forcément égal a 1.

Par conséquent, lorsque A; = B, , on peut tour de suite commencer a additionner
les bits de rang supérieur a i, sans attendre l'arrivée de la retenue C;, ;. Par exemple,
dans le cas de figure suivant, tous les groupes de bits séparés par des traits peuvent
ére additionnés en paralléle.

A = 1010looo111001001101l001 1101
B = 1101lo110l1110110010l0101110

Et le temps nécessaire a l'addition sera donc proportionnel 2 la longueur p de la
plus longue chaine 1, i+1, i+2, ... , i+p telle que Ay # By pour tout k compris entre i et
i+p. Dans [BGN46], Burks, Goldstine et Von Neumann montrent que la longueur
moyenne de cette plus longue chaine est proportionnelle au logarithme du nombre N
de bits sur lesquels A et B sont écrits. A partir de ce principe de "génération” il est
donc possible (mais pas trés facile) de concevoir un additionneur dont le temps moyen
d'exécution est logarithmique. Cependant un tel additionneur ne peut étre utilisé que
sur une machine asynchrone ce qui n'est guére réaliste de nos jours : les systémes
sont maintenant beaucoup trop complexes pour qu'une gestion asynchrone des
opérations de base soit possible, il faut par conséquent que toutes les additions soient
exécutées dans le méme temps. Par conséquent, il ne faut pas chercher a minimiser le
temps moyen de calcul d'un additionneur, mais son temps maximal de calcul.

Le principe de "génération" nous permet de profiter des occurrences du type
"A; = B{", mais on peut remarquer que si nous savons localiser une chaine de bits
dindices i, i+1, i+2, ... , i+p telle que Ay # By pour tout k compris entre i et i+p, 1a
retenue sortant de cette chaine de bits sera égale 4 la retenue entrant dans cette chaine.
Cette remarque constitue le principe de "propagation”, que 'on peut exprimer sous la
forme suivante : si A; # B;, alors C;, 1 =C,.

On peut tout de suite entrevoir le fait que l'utilisation combinée des deux
principes de génération et de propagation nous permettra d'accélérer le processus
d'addition, puisque l'on sait profiter & la fois des occurrences de la forme A; = B;
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(génération) et de celles de la forme Aj# B; (propagation). Les additionneurs
utilisant ces principes calculeront dans un premier temps les quantités :

Pi=A; @ B; (aptitude du itme rang 2 propager une retenue)
Gi = A{B; (aptitude du ime rang i générer une retenue).

Nous allons maintenant étudier des types d'additionneurs qui utilisent ces
principes de propagation et de génération,

3.5 ADDITIONNEURS A RETENUE BONDISSANTE.

Les additionneurs i retenue bondissante, appelés en anglais Carry Skip Adders
sont divisés en blocs. Chaque bloc est constitué d'un additionneur séquentiel et d'un
circuit spécial permettant de détecter si pour chaque bit i du bloc on a Aj# B;, auquel
cas la retenue sortant de ce bloc est égale 2 la retenue sortant du bloc précédent
(principe de propagation), et peut donc directement étre transmise. Le temps de calcul
d'un tel additionneur est égal au plus long temps de propagation d'une retenue (une
retenue se propage depuis le rang i ol elle est générée — et pour lequel Gy=1-et
jusqu'au rang ol la retenue suivante est générée). La figure suivante présente le

schéma logique d'un additionneur 24 bits a retenue bondissante, décomposé en 4
blocs de 6 bits chacun.

dépasst
€n num.

simple de
posilion

add, séq.

add. séq.
il ]
Ai‘Bi Ai' Bi Ai’ Bi AE’Bi
i=18,...,23 i=12,.,17 i=6,7,...,11 i=0,1,2...5
calcule (A@R).(A/®R) ... (A®OR)
At ’ Bi 1=0,1, ... 5

Figure 3.10 Un additionneur a retenue bondissante.
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De nombreux auteurs ont recherché de bons découpages de l'additionneur en
blocs. Nous allons maintenant donner quelques résultats a ce sujet, sans toutefois
prétendre donner une solution optimale, sauf dans le cas ot les blocs sont de taille
ggale. Nous supposerons que le temps nécessaire i une Tetenue pour rraverser p
cellules élémentaires (p bits) des additionneurs séquentiels correspondant aux blocs est
égal 2 k,.p ou k; est un réel strictement positif. De méme, nous supposerons que le
temps nécessaire a une retenue pour sauler p blocs (dans le cas ou pour tout indice 1
correspondant & un bit de ces blocs A; # B;) estkp.p (kn > 0).

3.5.1 Cas du découpage en blocs de tailles égales,

Pour des raisons de régularité, et par conséquent de facilité de conception et de
dessin, on peut étre tenté de découper l'additionneur & retenue bondissante en blocs de
tailles égales. Ce probleme a €té traité en 1961 par M.Lehman et N.Burla dans
[LB61]. Supposons donc que notre additionneur sur N bits est décomposé en m
blocs de taille p (m.p = N). Nous cherchons a minimiser le plus long temps de
propagation d'une retenue. 11 est évident que ce plus long temps est atteint pour une
retenue qui apparait au début du premier bloc, qui le traverse, qui saute les (m-2)
blocs suivants et qui traverse le dernier. Le temps total de propagation d'une telle
retenue est égal a 2pky + (m-2)ky = 2N/mk; + (m - 2) ky.

Dans le but de trouver la valeur entiére de m qui minimise cette expression,
cherchons tout d'abord le minimum réel de la fonction :

N
F)=2-= k +(x2 k.

Une simple dérivation nous enseigne que ce minimum est atteint pour

etvaut 2 ( /2N kk, —k;).

Or la fonction f est convexe sur R ™, puisque sa dérivée seconde
f* (x) = 6k;N / x> est positive pour les valeurs positives de x. Par conséquent le
nombre de blocs m* pour lequel la décomposition en blocs égaux de l'additionneur est
optimale est /'un des deux diviseurs de N qui encadrent x* (sauf bien sir dans le cas
peu probable oll x* est entier et est lui-méme un diviseur de N). 11 suffit alors de
caleuler la valeur de f en chacun de ces deux diviseurs pour savoir lequel choisir.

Exemple.
Supposons que I'on cherche a concevoir un découpage optimal en blocs égaux

dun additionneur 60 bits, et que I'implantation de cet additionneur soit prévue dans
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une technologie pour laquelle k; est €gal 2 k. La valeur de x* est V120 = 10.95,
par conséquent les deux valeurs de m entre lesquelles il faut choisir sont m; = 10et
my = 12. Puisque f(m;) et f(my) sont égaux et valent 20k, , on en déduit que deux
solutions sont possibles et conduisent au méme temps de calcul ;

— découper l'additionneur en 10 blocs de 6 bits.
— découper 'additionneur en 12 blocs de $ bits,

3.5.2 Cas du découpage en blocs de tailles distinctes.

Dans [LB61], Lehman et Burla terminent leur étude sur le découpage des
additionneurs a retenue bondissante en blocs de méme taille en proposant d'effectuer
des découpages en blocs de tailles distinctes. Personne pour le moment n'a proposé de
méthode permettant de déterminer un découpage optimal en un temps "raisonnable”,
un tel probléme est probablement NP-complet. Toutefois, on peut trouver des
heuristiques permettant de trouver de bons découpage, ce qui est largement suffisant
en pratique. Nous allons maintenant étudier une heuristique, présentée dans
[GHMB87], et dont I'idée de base est de transformer notre probléme de découpage en
un probléme géométrique.

Un additionneur i retenue bondissante sera représenté par un tableau L, ol L( i)
est €gal 4 la taille (nombre de bits) du i*™° bloc. Nous le schématiserons par p
colonnes adjacentes de carrés unités, avec L(i) carrés sur la iéme colonne :

EL(l):z;
B L(2) =2 il ff
E L3)=4
B L(4) =3

Figure 3.11 Représentation d'un découpage en blocs (| GHMB87], ©IEEE 1987).

Si une retenue générée au début du bloc i saute j-i-1 blocs et disparait 2 la fin du
bloc j, son temps total de propagation est k; (L(i) + L(j)) + kr(—i-1).

Posons a = ky / k; , et considérons, pour deux colonnes quelconques de la
représentation graphique de l'additionneur, deux droites (voir figure 3.12)

- la droite de pente a adjacente au sommet de la plus & gauche des deux
colonnes,

—la droite de pente (-a) adjacente au sommet de la plus a droite des deux
colonnes.
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- 10.95, y &+ y=ax+hb y=-ax+b,
=10et
1e deux

a s

1ge des X %2 %
fectuer Figure 3.12
posé de
nable”, Supposons que la premiére de ces deux droites soit d'équation y = ax + by , et
er des la seconde d'équation y = -ax + by. Notons x; I'abscisse du bord gauche de la
uffisant colonne de gauche, et x5 l'abscisse du bord droit de la colonne de droite (voir
e dans schéma). Le temps de propagation d'une retenue générée au début du bloc associé & la
page en colonne de gauche et qui disparait 2 la fin du bloc associé a la colonne de droite est :
ofi L(i) T = kyjlax;+bj-axy + byl + kg [X2 - Xg - 2]
s par p = (kja - k) (xy - x2) + ky (by +by) - 2ky

= k; (b + by) - 2ky puisque kja-ky est nul par définition de a.

Donc le temps de propagation ne dépend que des parametres des droites, et non
pas de l'emplacement des colonnes adjacentes a ces droites. Si maintenant on trace les
deux droites D, et D_, de pentes a et -a qui tangentent toute la représentation en
colonnes de l'additionneur :

//
%
%
v

987). \
a fin du Figure 3.13
:.s P alors d'aprés 1'étude précédente, nous savons que le temps maximal de propagation

d'une retenue dans l'additionneur est entierement caractérisé par la donnée de ces deux

droites (il est en fait proportionnel A la hauteur du triangle constitué par ces droites et la
s deux droite d'équation y = 0). Nous nous sommes donc ramenés a un probleme

géométrique : il faut placer les n carrés représentant les n bits de Uadditionneur de
fagon a ce que la hauteur du triangle isocéle constitué par les droites de pente a et (-a)

s deux
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adjacentes a la représentation graphique et la droite d'équation y = 0 soit la plus faible
possible. Ce probleme peut étre résolu a la main pour de petites valeurs de n, dans le
cas ol a est un entier ou un rationnel simple. Dans tous les autres cas, on pourra faire
appel 4 la méthode définie ci-dessous, introduite dans [GHMS6].

L'heuristique karé.

Cette méthode consiste, A partir d'une configuration initiale (c'est-a-dire 3 partir
d'un tableau L donné), a construire une suite de configurations, qui correspondent 2

des découpages de plus en plus intéressants. Avant de la présenter, nous avons besoin
de quelques notations.

Définition 3.1. Soit L un tableau correspondant i un découpage d'additionneur,
on appellera min (L) l'indice de la colonne de gauche de la représentation graphique
présentée ci-dessus, c'est-a-dire le plus grand entier i tel que si k <1, alors L(k)=0.
On appellera de méme max (L) l'indice de la colonne de droite, c'est-a-dire le plus
petit entier j tel que si k > j, alors L(k)=0.

Définition 3.2. Soit L un tableau correspondant a un découpage d'additionneur,
et soient D, et D_, les droites adjacentes i la représentation graphique de L. On
appellera rrou de L un entier k compris entre min(L)-1 et max(L)+1 tel que :

® la colonne de la représentation graphique qui correspond a L(k) n'a aucun
point commun avec Dy et D,

® méme si on ajoute un carré A cette colonne (sans recalculer les droites), elle
n'a aucun point commun avec D, et D_,.

On appellera sormmet de L un entier k compris entre min(L) et max(L) tel que la

colonne de la représentation graphique qui correspond & L(k) touche la droite D, oula
droite D .

Exemple,
Dans le cas de la configuration L de la figure ci-dessous :

AN

v

i= 01 2 3 456789 1011

Figure 3.14
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min(L) est égal & 4, max(L) est égal 2 10. 5, 7, 8, 9 et 10 sont des sommets de L,et3
est le seul trou de L (les colonnes 4 et 6 et 11 ne touchent pas les droites, mais ce ne
sont pas des trous car si on leur ajoute un carré, elles ont une intersection non vide
avec les droites). Nous avons maintenant défini tout ce qu'il fallait pour présenter la
méthode karé :

karé
tant que la configuration L comporte des trous faire
début
SOIt fun trou et § un sommet
remplacer L(t) par L(t)+1
remplacer L(s) par L(s)-1
recalculer les nouvelles droites D, et D,
fin.

A la fin de I'exécution de karé, la configuration L est exempte de trous. 11 est
possible de démontrer (voir [GHMS86]) que si on note T(L) le temps d'exécution de
ladditionneur correspondant & cette configuration, et T* le temps d'exécution d'un
additionneur correspondant 2 une configuration optimale, alors :

T*<T(L) < T* + 2k,

Ce qui prouve que méme si elle ne fournit pas forcément une solution optimale
TI'heuristique karé nous donne toujours une bonne solution. De cette étude, nous
pouvons tirer un petit résultat de complexité : en effet, lorsque le nombre N de bits de
l'additionneur tend vers 1'infini, le rapport entre N et la surface du triangle constitué
par Dy, D, et la droite d'équation y=0 tend vers 1; or, puisque le temps de calcul de
ladditionneur fourni par la méthode karé est proportionnel 4 la hauteur de ce trian gle,
on en déduit qu'il est proportionnel a la racine carrée de sa surface. Les additionneurs
dretenue bondissante sur N bits ont donc un temps de calcul Ty = O(VN).

Cette heuristique, programmée sur micro-ordinateur, nous a fourni d'excellentes
solutions pour diverses valeurs de N (nombre de bits), k; et ky. La figure 3.15
présente quelques découpages obtenus pour N=64 bits,

a L

0.75 11 23 4456766 5 4 43 2 1
0.85 123 4556776543321

1 1 23 456787635 43 21

1.2 1 23567 8 87 651321

1.4 123567 99 7 6 4 3 2

Figure 3.15
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Il est possible d'appliquer le principe de "retenue bondissante” aux blocs eux-
mémes, et d'obtenir ainsi des additionneurs a deux niveaux (voire 3, 4 ou plus si I'on
continue) de retenue bondissante. On obtient ainsi des additionneurs dont la
complexité est de plus en plus intéressante (on conjecture que le temps de calcul d'un
additionneur n bits & p niveaux de retenue bondissante est en O(n”(p“’)). Cependant,
pour des tailles raisonnables des opérandes (inférieures & 128 bits), les additionneurs &
plus de deux niveaux ne semblent pas tres intéressants. Un additionneur 128 bits 2
deux niveaux de retenue bondissante est présenté dans [GHMZ87], son temps de calcul
est presque comparable a celui d'un  additionneur de type "CLA cascadé” (voir plus
loin), pour une surface bien plus réduite.

3.6 ADDITIONNEURS A RETENUE ANTICIPEE (C.L.A.).

3.6.1 C.LL.A. non cascadés.

Pluiét que de propager les retenues, ces additionneurs, grice i des circuits
logiques supplémentaires, cherchent A calculer @ Favance leurs valeurs. Nous rap-
pelons que, si 'on additionne deux nombres A et B qui s'écrivent (Ap1Apns ... Ap)
et (BB s ... By) en numération simple de position ou en complément & 2, alors le
comportement de la retenue est entidrement déterminé par les quantités :

Py = Aj®B; (SiP;=1, laretenue précédente est propagée par I'étage i)

G; = AB; (Si G; =1, I'étage i génére une retenue).

On peut remarquer que I'étage i de l'additionneur regoit une retenue entrante G
égale a 1 si et seulement si :
- L'étage i-1 a généré une retenue (G;; = 1).
OU - L'étagei-1 a propagé une retenue générée a I'étage i-2 (P,1=G,=1.
OU - Les étages i-1 et i-2 ont propagé une retenue générée par I'étage i-3 (P,

=Pia= Giz=1D.
OU - Les étages i-1, i-2, i-3, ..., 1, 0 ont propagé une retenue entrant dans
l'additionneur (P, =Pjy=... =P, =Py =Cy=1).

Cette remarque nous donne le résultat fondamental suivant, qui peut d'ailleurs se
démontrer par récurrence en utilisant le fait que C, est égal a G, , + CiiPiyg:

Ci = Git +GigPiy + GisPiyPiy + ... + GgPy ... Py | + CoPyP|P,...P, ;.

Le principe des additionneurs a évaluation anticipée de la retenue, appelés en
anglais Carry Look Ahead (C.L.A)), consiste & évaluer de maniére totalement
parallele, en trois étapes :

- les couples (G; , P,)
- les retenues C; a l'aide de la formule ci-dessus
- les bits de la somme S, = A, @ B,;®C, = P,® G
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La formule qui donne les retenues C; est tres lourde : on voit que ce principe ne
pourra s'appliquer correctement qu'a de petits additionneurs (4 a 8 bits), ne serait-ce
que pour des raisons de fan-in (limitation du nombre d'entrées d'une porte logique,
consulter A ce sujet le résultat de complexité obtenu par Winograd dans [WIN65/, qui
est présenté au chapitre 1). Les additionneurs de ce type calculent théoriquement en
temps constant (indépendant du nombre de bits), cependant, parler en termes de
complexité pour une famille d'additionneurs  taille limitée n'est pas trés réaliste.
Nous verrons ultérieurement un autre type d'additionneurs a temps constant, plus
réaliste, mais nécessitant 1'écriture des nombres entiers en chiffres signés. Les
additionneurs de type C.L.A. sont souvent utilisés comme petits blocs constitutifs de
plus gros additionneurs. La figure suivante présente le schéma logique d'un C.L.A.

Hn-IAl’n-l Bn-ZAn-I Bl Al E\J AO
GP i GP AES GP GP
Gi-1| |Pn-1 Gaoz| {Pn-2 G |[|P1 Go||Po
Co
c, Cat c,, C.L.U. C,
] - ] —
S, H
L—— --:-—’
ams
Sn Sna $ So

Figure 3.16 Schéma logique d'un additionneur a retenue anticipée (CLA).

Le sigle "C.L.U.", de l'anglais Carry Look ahead Unir désigne l'étage de
calcul des C;. Nous le décrivons ci-dessous dans le cas d'un additionneur 4 bits.

P, G, P, G, P G,P, G

.-

£

!
o " C, c,

Figure 3.17 Un CLU 4 bits (Hwang, [HWAT79]).
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3.6.2 C.L.A cascadés.

Tout comme dans le cas des additionneurs 4 retenue bondissante, il est possible
d'adopter une stratégie de découpage "par blocs", qui permettra ici de construire des
additionneurs réalistes, méme dans le cas d'opérandes écrites sur un grand nombre de
bits, mais travaillant en temps logarithmique, et non plus constant. De tels addition-
neurs seront appelés CLA cascadés.

Gardons les mémes notations que précédemment. L'obtention des termes S; 4
partir des termes C; étant triviale, nous nous concentrerons uniquement sur l'obtention
des termes C; & partir des termes G; et P;. A cette fin, nous utiliserons des CLU 4 bits
semblables a celui de la figure 3.17, mais fournissant de surcroit les quantités

P‘ e Pup]P?_P3
G* = G3 = G2P3 + GIP2P3 + GOP]P?_P'_;

De tels CLU seront représentés comme suit :

TT GIT T] T To T]
- Gl -
i CLU 4 bits —— ¢,
G —o

G € G

Figure 3.18 Un CLU 4 bits élément d'un CLA cascadé,

Attardons nous un instant sur la signification des termes P* et G". P* est égal &
1 si et seulement si tous les étages 0, 1, 2 et 3 propagent leur retenue entrante, P*
caractérise donc I'aptitude du bloc de 4 bits constitué par ces étages i propager la
retenue entrante Cy. De méme, il est évident que G* caractérise l'aptitude de ce bloc a
générer une retenue  sortante Cy. C4 est trivialement égal a G* + P*Cy, ce qui
signifie qu'une retenue sortant du bloc est soit une retenue entrante qui a été propagée,
soit une retenue qui a été générée a l'intérieur du bloc.

Supposons maintenant que le nombre n de bits de 1'écriture des opérandes que
nous additionnons soit un multiple de 4, et posons n = 4p. Nous utiliserons p CLU
semblables a celui de la figure 3.18, nous regrouperons les termes Py et G, k = 4i-4,

4i-3, 4i-2, 4i-1 dans le i*™ CLU, et nous appellerons P'i_l et G*i_I les sorties P’ et

*
G de ce CLU. Nous noterons C*; = Cy;. C*; n'est autre que la retenue entrante du
i+1%" CLU.
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Figure 3.19 Répartition en CLU 4 bits.

Les termes P*; et G*; peuvent se calculer de maniére totalement paralléle et ne
dépendent pas des C;. On voit que pour calculer les termes C;, il nous faut connaitre
les termes C*;. Or, C*; est manifestement égal a G*; | + C*;;P*,; : la relation liant
C*a G*,, C%., et P*,, est donc exactement la méme que celle reliant C; & G, ;.
C,y et Py. I est donc possible de calculer les C*; a l'aide d’un CLU. On obtient
alors ce qu'on appelle un "CLU cascadé". La figure 3.20 présente un te]l CLU pour un
additionneur 16 bits. Les CLU 4 bits du haut calculent tout d'abord les termes P*; et
G",, puis, lorsque le CLU 4 bits du bas leur a transmis Ies C*;, ils évaluent les C;.

R. G P, G P. G P. G
i=12, .., 15 i=8 .., 11 i=4,...7 i=90,..3

*

> o C
CLU abits Jo1
" (‘115(:14(:13 5 - C*Zi C2 Cl
P3| |Gs Pl 1%
CLU 4 bits
=T *T =T

Figure 3.20 Un CLU cascadé 16 bits.

Un tel procédé peut se répéter de maniére récursive pour des additionneur de
taille supérieure a 16 : s'il y a plus de 4 termes P*; et G*; , puisqu'on ne peut les
évaluer directement a l'aide d'un CLU 4 bits, il faut les évaluer 2 leur tour 2 l'aide
d'un CLU cascadé. On obtient alors des CLU cascadés & plusieurs niveaux. La figure
3.21 présente un CLU cascadé & 2 niveaux, qui permet d'additionner des nombres
écrits sur 64 bits.
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G

BEEE BEEE EFEF BEEET

[ BV T lr CLU AT biis | Jem CTEU 3 s CT
W i 1] U L !T aJ L

CLU 4 bits
[ ] ] ]

Figure 3.21 Un CLU cascadé 64 bits (2 niveaux).

a=
=
=

Pour construire des additionneurs 4* bits, il faudra des CLU a k niveaux.
Comme a chaque niveau, les opérations se font en temps constant, on en déduit que le

temps de calcul d'un CLU cascadé est proportionnel au logarithme de la taille des
opérandes.

3.7 ADDITIONNEUR DE BRENT ET KUNG.

Comme nous 1'avons vu précédemment, les additionneurs de type C.L.A. non
cascadés sont irréalisables dans l'état actuel de la technologie pour de grandes tailles
des opérandes. En 1982, dans [BK82], R.P, Brent et H.T. Kung ont présenté un type
d'additionneur utilisant les mémes principes que les C.L.A., mais Plus réaliste pour
une taille raisonnable des opérandes, et plus simples que les CLU cascadés.

Les additionneurs de Brent-Kung sont basés eux aussi sur le calcul des retenues
C; en fonction des couples (G, P}), mais au lieu de le faire en temps constant, 1| les
calculent en un temps proportionnel au logarithme de la 1aille des opérandes. Avant de
décrire ces additionneurs, examinons quelques définitions et résultats.

Supposons donc comme précédemment que nous désirions construire un
additionneur sur n bits, et que les nombres A et B 2 additionner s'écrivent

respectivement (A, A, ;... Ay) et (Bn. 1By 2 ... By) en numération de position ou
en complément a deux. Nous utiliserons a nouveau les quantités

Pi=A,®B,

Les retenues C; que nous désirons évaluer sont comme précédemment données
par la relation :

C1+I = G]- + P,-GH + PiPi—IGi—?, + ...+ PiPi-I PIGO + Pipi—] plPOCU

= Gi + Pi Gi-l + Pipi_IGi_z =+ i PiPi-l oy PZPIGU si l'on prend CQ
€gal a zéro, ce que nous supposerons par la suite,

Définissons un opérateur "A” sur {0,1}2 par:

Additionne:

Définition ;
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Définition 3.3
(x;,yD) A (x2,¥2) = Ki*+xa)i L Y1Y2)

Propriéié 3.1
Yopérateur "A" est associatif (démonstration évidente).

Définissons maintenant des quantités y; et 7 par :

(*{j.rtl)=(GU,P0)sii:0; (G-,,P-,)A(y.l_l,fti_l}sinon.

Propriété 3.2
v, =Ciy et % =PPiiPia - Po

Démonstration.
immédiate par récurrence, puisque l'on a:

Ci+l = G‘] + PiG1-'I. + Pipi-]Gi-Z L SR pipi-'ipi-l PIP()C() = Gi + ‘PiCi

Ce qu'.l. in1pli[lu€ ¥ (Ci+1 , Plpll — p()) = ((31 4 Pl) A (Ct s Pl—lpi-z s Pu)

L'égalité (Yo » To) = (Gg , Pg) nous permet de déduire le résultat.
es C, en évaluant (Yo » M), puis (¥y - Ty)s €
agné dans cette formalisation puisque, étant

7 1), i semble qu'on ne puisse

On pourrait donc calculer les term
ainsi de suite. On n'a apparemment rien g
;) dépend du couple (Yi1-
fagon séquentielle. Heureuse
de nous tirer de ce mauvais
stant & évaluer (1 »

donné que le couple (V.
¢valuer ces termes que de
l'opérateur "A” va nous permettre
d'abord uniquement le probleme consi
de bits de l'additionneur que l'on désire cons
manidre "arborescente”, en un temps proportionnel au logarith

peut partitionner le probleme :

~calculer (Gg , Po) A (G, P & - 8 Gpr - Pop y"

en deux sous-problemes solubles en parallele ©

1y “caleuler K, = (Gq . Pp) A Gy, P A A Gt - Pp))”
2) "ealculer Kp = (Gy . Pp) & (Gpor « Ppe) A A (Gpp1 » Pap)”

Le résultat recherché s'obtient alors en caleulant Ky & Ko

Donnons un exemple dans lc cas n=16. Adoptons comme unité de te

tion d'une opération "A”.

pécessaire a 'éxéeu

ment, l'associativité de
pas. Considérons tout
n,_1) (nest le nombre

truire). Ce probleme peut étre résolu de
me de n, puisque l'on
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® Autemps T=0, on peut calculer en paralléle : Mai

Nous avor
(Gn ) Pu) A {G] § Pf)‘ ce qul dOnne ("r'] N J'l'l)

(GZ *P’.L)A(Gj ‘P'_;J' = (u} ,\.r',)
(G4, Py) A(Gs, Ps) = (uy, vy)

(Ge’PGJA(G%P?):(%,Vj) Onj
(Gg, Pg) A Gy, Pg) = (uy, vy)

(GIO'PIO}A(G“ ;P”) = (us, vs) ® A
(G2, P12) A(Gy3, P3) = (ug, Ve)

(Gi4, Pl A (G5, Pis) = (ug, vy) ® A

® Autemps T=1, on peur calculer en paraliéle :

M)A, vy, ce qui donne (y; , T3)
(u2 » Vz} A (U3 " \."3) = (wl . X])
(U4 s V__{) A (115 § Vj) = {WZ s X2)

@ A
{ug , vg) A (Uz , vg) = (wq, X3)
® Autemps T=2, on calcule en paraliéle -
(3, 73) A(wy, X)), ce qui donne (y, , 17)
(Wz,x;) A (w3, x3) = (yy, 2y)
® Etautemps T=3, on calcule -
(Y7, M3) A (yy , 2), ce qui donne (15 Wy5)
En e
Les calculs effectués sont représentés par l'arbre binaire décrir ci-dessous. .
régulier ¢
; > implantatic
G ,B) )
roportion!
(Gl ‘Pl\)l (Yj ’ﬂ:}) ’
(GZ e P: ): \ “"} )
E?‘ : 53 ; v ) Supposons
1 ; 2 > LE
{G‘; ,Pt); v\ (Y7,TE?)
. P 373 A
§8; vpﬁg\\(\A (@, .ay) ¢
G P u
@ P3 ; l- A

V »
(Wy ,x5) (v, .2,) 157 15
<5§,Pf§>l.("7 VN A A (c

début de calcul : T= =1 T=2 T=3
Flgure 322

calcule et ¢
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Maintenant, supposons que nous désirions évaluer rous les termes (Y; , 7).
Nous avons déja obtenu, en quatre "tops” de temps :

Yo To)s (V1.1 (3, M), (.79, (Y15, ™s)
On peut ensuite évaluer, par exemple :
® Autemps T = 4: (y7, 17 A (wy,x2) = (Y11, Tyy)

® AutempsT =5, en paralléle :

(Y3, ®3) A (uy, v3) = (¥5 , 7s)
(Y7, ®7) A (uy, vyq) = (Y9, Tg)
(Y11 » ") A (Ug 5 vg) = (Vi3> Ty3)

® Autemps T = 6, en paralléle :

7y ) A (Gy, P2) = (12, ®3)

(3, m3) A (Gy , Pg) = (Ya , Rg)

(¥s , ws) A (Gg , Pg) = (¥5 » Tg)

(v7, m7) A (Gg , Pg) = (Y » Wg)

(Y » Tg) A (Gyo » P1o) = (10> T10)
(11> 7)) A (Gya L Prp) = (Y525 Tp2)
13> M3) A (Gg . P1g) = (114> Tia)

En employant cette méthodologie, on peut construire un additionneur trés
régulier et avec un fan-in etun fan-out faibles (ce qui conduit donc a une
implantation réaliste), qui additionne deux nombres codés sur n bits en un temps
proportionnel a log(n), et qui nécessite une surface proportionnelle & n.log(n).

it ci-dessous.

Supposens que la cellule : et que la cellule :
(a| ’32)(bl sb2) (all!a?}
L]
(.(‘i’nlj) 1 \
A (c,.,¢,) (¢; ,c,) iy i)

T=3 calcule et duplique (c; , cy) = (a;, a3) A (b, by) duplique ses entrées.
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Un additionneur de Brent et Kung (ou tout au moins la partie d'un tel “chiffres

additionneur qui calcule les (y; , ;) en fonction des (G , P}, les autres parties sont etS =
trés simples) est décrit pour une taille de 16 bits ci-dessous.

i=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 (G, R)

avec C; ¢
logique).
représent
N 2 2 définitios
j\ ]\ J\ On aime;
[ann—l
e S e S|
e Hél
des valeu
\,Cl \,H \_,Hf des entie
[C;S;] n'
\] - ’:Kf] moyen de
L A v W W v v v

i=0 1 23 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 (7, =) Si ¢
; 5 s { (1,1),
Figure 3.23 Additionneur de Brent et Kung (BK82], ® IEEE 1982). tement. le
{ (1,0), ¢
3.8 ADDITION EN CHIFFRES SIGNES (base 2). _si
Nous nous cantonnerons ici au cas de la base 2. Dans le cas de bases supé- Deu

rieures, une méthode simple permettant d'effectuer les additions en temps cons-
est génant

tans — indépendant de la taille des opérandes — a été présentée au chapitre 2 ; ¢'est

la méthode d’Avizienis. En base 2, cette méthode n'est plus utilisable, mais il est
cependant possible d'effectuer des additions en temps constant, a l'aide d'un Al

. - - - - . - Dr
algorithme présenté dans |CR78], et que nous allons étudier a présent.

Ci1=1.(
Puisque nous travaillons en base 2, les chiffres que nous emploierons pour bl
représenter les nombres seront -1, 0 et +1. Comme au chapitre 2, le chiffre (-1) sera
écrit 1. Dans ce systeme de notation, nous écrirons ldyqdpaa oo dylegs le nombre D Alo
T
éaal a:
n-1 Ci—l = 1. (
-)il
d;2
1= 1)
Alor:

Supposons que nous désirions additionner deux nombres A et B qui s'écrivent

respectivement [A, A 5 ... Aplese et B, B, , Bylega dans la notation

:
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“chiffres signés™ en base 2, et considérons des quantités C = [C,_,C, 5 ... Colesa
et S =1[S5,.15,.2 ... Splcs2, définies de maniére non unique par :

Ai+Bi:2Ci+Si

avec C; et S; éléments de {1, 0, 1} (le symbole "+" désigne I'addition et non le ou
logique). Il est clair que C; et $; ne sont rien d'autre que les chiffres de 1'une des
représentations en "chiffres signés" de A; + B; . Une conséquence immédiate de la
définition de C et S est que la somme de A et B est égale, par construction 3 2C + 8.
On aimerait donc que cette somme Z, écrite en "chiffres signés” sous la forme Z =
1ZyZyg_y ... Zylcs; s'obtienne en effectuant pour tout i :

(1) Z; :=S§; + Gy, avec les conventions §, = C; =0.
Hélas, si §;=C;; = 1 ousi §; = C;; =1, la relation (1) ne permet pas d'avoir
des valeurs de Z; appartenant a {1, 0, 1}. Heureusement, a redondance de 1'écriture
des entiers en “chiffres signés" va nous tirer d'affaire. En effet, puisque le couple

[C;S;] n'est autre qu'une écriture de A; + B;, on peut se demander s'il n'y a pas
moyen de choisir entre toutes les écritures possibles celle qui permet d'avoir

(5;.Cpe [ (LD, (1,1))

Si §; est nul, c'est-a-dire si le couple (A;, B,) appartient a I'ensemble
( (1.D), (0,0), (1,1), (1,1), (1,1) }, la relation (1) peut étre appliquée immédia-
tement. le seul probléme réside dans le cas ou (A;, B;) appartient 2 I'ensemble
{ (1,0), (1,0, (0,1), (0,1) ). Etudions ce probléme cas par cas.

-Si (Aj, Boe {(1,0),0.0) }.

Deux choix sont possibles pour le couple (Ci,S): (O, et (1,1). Le premier
est génant si C;_y estégal a 1, et le second l'est si Cj_; est égal 2 1, par conséquent :

® Si (A, Bie ((1,0),(0,1),(1,1) ).
Alors il est possible d'avoir C;_; = 1, mais il est par contre impossible d'avoir
Ci_; = 1. On choisit donc (C;, S;) = (1,1).
® Si (Ai,Bie {(1,0), (0.1), (I,) ).
Alors il est possible d'avoir C;.y = 1, mais il est par contre impossible d‘avoir
Ci_1 = 1. On choisit donc (C;, S;) = (0,1).
® Si (Ai1,Bipe (00,0, @)

Alors C;.; est nul : on peut donc choisir aussi bien (1,1) que (0,1),




82 Algorithmes d’addition

=Si(Aj,Bpe {(1,0), (0,1}

Deux choix sont possibles pour le couple (C; , $): (0,1) et (L1). Le premier
est génant si C;_q est égal A T, et le second l'est si C;_; estégal a 1, par conséquent :

® 5i (A1, Bipe ((1,0), (0D, (1,1}

Alors il est possible d'avoir Ci1 =1, mais il est par contre impossible d'avoir
Ci.1 = 1. On choisit donc (C; , $)=(1,1).

L ] Si (A;l 3 Bl-l) [ l (i)o}t (0,!)‘ (],1) }'

Alors il est possible d'avoir Ci.1 = 1, mais il est par contre impossible d'avoir
Ci1 = 1. On choisit donc (C; , S =(0,1).

® Si (A, Bie [(00), 1.1, (1,1) ).

Alors C;_y est nul : on peut done choisir aussi bien (1,1) que (0,1).

En résumé. L'addition des deux nombres A et B codés en base 2 et en
notation de type “chiffres-signés" se fait en suivant les deux étapes ci-dessous.

Etape 1. On calcule les termes Cj et §; en se guidant sur la table suivante,

Ai Bj A1 Big C; Si
T 7T quelcongues T 0]
1 1 quelcongues 1 0
0 0
1T quelconques 0 0
1 1
1 0 Ajr+ B> 0 1 T
0 1

Air+ Biago 0 1

T o A1+ Bia<0 T 1

o T
A+ Bi120 0 T

Figure 3.24 Table d'addition en “chiffres signés".

Etape 2. En posant S, = C.1 =0, les chiffres du résultat Z de I'addition sont les
Zi,1=0,1, ... n, donnés par la relation :

Zi=8i+Cy,

-

r
Additior

Es
nécessite
maniére
donc en |

Ex
signés" s
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Estimation du temps de calcul : Puisque le calcul des couples (C;, S;)
nécessite seulement la connaissance de A; 1, By, A; et B;, ce calcul peut s faire de

€ premier " E gy .
P maniére totalement paralléle, sans aucune propagation de retenue : l'addition se fait

séquent : e ; i

e donc en femps constant, indépendant de la taille des opérandes.

Ml d'avoir Exemple. Cherchons a additionner les nombres 87 et 101 écrits en "chiffres
signés” sous la forme [10T0100T]cs et [111001 11]. On obtient :

ble d'avoir (1 9 1 0 1 0 0 E]CSZ ( =87)
+ [‘l 1 1 0 0 1 1 HCSE ( = 10])
~ o 1 o o 1 1 1 0 §$=-74
.1). i 0 0o 0 0 1 1 C=131
se 2 et en
S. { o0 1 ©0 0 0o 1 0 0 Z =188
= 87+101.

inte. = 2C+S8

tion sont les
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4. Algorithmes de multiplication.

INTRODUCTION.,

Tout comme l'addition, la multiplication est une opération de base du calcul
scientifique : il convient donc de soigner tout particuliérement son implantation.

Durant la "préhistoire” de l'informatique, cette opération était réalisée par
logiciel, en utilisant le procédé classique d'addition et de décalage (celui que I'on
apprend a I'école). Aujourd'hui, les possibilités d'intégration des technologies de type
VLSI permettent de réaliser cette opération par matériel : la multiplication fait
maintenant partie du jeu d'instructions de tous les microprocesseurs d'usage courant.

La complexité en temps de la multiplication est connue : le produit de deux
nombres codés sur n bits en numération de position ne peut s'évaluer en un temps
meilleur que O(log n), et cette borne est atteinte par certains multiplieurs que nous
présenterons ultérieurement. Toutefois, beaucoup plus que pour I'addition, les choix
algorithmiques liés & la multiplication se feront en fonction d'un compromis entre le
temps d'exécution et la surface du circuit réalisant cette opération. De nombreux
auteurs ont donc cherché des résultats de complexité "couplée”, incluant le temps et la
surface, en se basant sur des hypothéses simples concernant les topologies de circuits,
correspondant grossierement aux régles de dessin employées par les concepteurs de
circuits intégrés. Rappelons par exemple le résultat de Brent et Kung [BK81], que
nous avons présenté au chapitre 1: si l'on appelle A(n) la surface d'un multiplieur
travaillant sur des opérandes de n bits (écrites en numération simple de position ou en
complémént i la base), et T(n) le temps de calcul d'un tel multiplieur, alors pour tout

réel o inclus dans l'intervalle [0,1] :

A M\ /T () 2“) .
o)) =

ol Ay et T, sont des constantes strictement positives qui ne dépendent que de la

technologie employée.
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Pour o = 1, cette inégalité devient :

Am\TmY > _ 2
=)o) =
0 0
Certaines solutions algorithmiques atteignent cette derniere borne de complexité,
et sont donc "optimales” en un certain sens. Par exemple, dans [PV81], Preparata et
Vuillemin présentent toute une classe de nultiplieurs vérifiant A(n).T%(n) = O(n?),
qui sont basés sur la Transformation de Fourier Rapide (FFT), et pour lesquels T(n)
peut €tre choisi dans l'intervalle O(log? n) < T(n) < O[V'n). Le lien entre la
Transformation de Fourier Rapide et la multiplication des entiers ou des polyndmes est
remarquablement bien explicité par Aho, Hopcroft et Ullman dans [AHU74].

Nous allons ici donner les solutions algorithmiques et architecturales les plus
courantes. Une premitre idée consiste naturellement a employer l'algorithme que nous
utilisons lorsque nous effectuons des multiplications "a la main", bas¢ sur des
additions et des décalages, en y adjoignant éventuellement quelques variantes
destinées a I'adapter au calcul en complément a 2. Cette 1dée conduit a un type de
multiplieur trés simple, peu cofiteux en surface (un additionneur et des registres), mais
dont le temps de calcul est beaucoup trop €levé pour certaines applications critiques.

Une deuxieme idée consiste a effectuer les multiplications d'opérandes écrits sur
un petit nombre de bits 2 l'aide de multiplieurs cellulaires, composés d'éléments tres
simples répliqués suivant un tableau diinterconnexion régulier. Ces multiplieurs
constituent une solution architecturale intéressante malgré leur surface proportionnelle
au carré de la longueur des opérandes, car leur temps de calcul est tout & fait
acceptable, et leur régularité rend leur intégration particuliérement aisée.

On peut également, dans le but de construire des multiplieurs permettant de traiter
des opérandes de plus grande taille, envisager une solution "récursive”, de type "bran-
ch and bound" qui consiste & décomposer notre probleme de multiplication de deux
nombres &crits sur n bits en plusieurs sous-problemes de multiplication de nombres
écrits sur n/2 bits, qui peuvent étre résolus en paralléle. Cette solution est un peu
I'analogue pour la multiplication du principe de l'addition avec retenue conditionnelle
présenté au chapitre précédent. Les multiplicurs construits a l'aide de ce principe
seront constitués de petits "sous-multiplieurs” cellulaires.

Nous présenterons par la suite un multiplieur, di & Chen et Willoner (voir
[CWT9]), dont les entrées et les sorties s'effectuent en série (¢'est-3-dire bit par bit, de
fagon séquentielle, voir a ce sujet I'introduction de ce livre). Ce multiplieur est basé
sur une petite "astuce” permettant d'effectuer des calculs des l'arrivée des premiers
bits des opérandes.

Nous terminerons ce chapitre en décrivant un algorithme de multiplication "En
ligne" (c'est-a-dire en série, et en faisant circuler les chiffres a partir des poids forts),
dii 2 Ercegovac et Trivedi [ET77].
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4.1 MULTIPLICATIONS PAR ADDITIONS ET DECALAGES.

4.1.1 Opérandes non codées en complément 3 deux.

Nous supposerons dans un premier tlemps que nous travaillons en numération de
position ou en chiffres signés (base 2). Le cas du complément 2 2, un peu plus
complexe, sera envisagé ultérieurement. Lorsque nous effectuons la multiplication de
deux entiers A et B en base 10, nous accomplissons trois étapes :

* 1. multiplication de A par chacun des chiffres de B.
e 2. décalages appropri€s des divers résultats de I'étape 1.
« 3. addition des résultats de I'étape 2.

Exemple,
Posons la multiplication de A = 925438 par B = 130247 ;

9 2 5 4 3 38
X1 3 0247
6 47 8 0 6 6 A B,
37017 52 A.B) décalé€ d'une position
1 850876 A.B, décalé de 2 positions
000000
2776 31 4
9 2 54 3 8 A.Bs décalé de 5 positions

3
o]
LN
L
Lh
h
%]
(5]
—
oG
o

L'étape 2 est s'effectue aisément. Lorsque la base de numération employée est 2,
I'étape 1 devient triviale car dans les deux systemes de notation envisagés {position,
chiffres signés), les chiffres de B appartiennent & {1,0,1), les seules multiplications
que nous aurons & effectuer sont donc des multiplications par 0, 1 et -1. Supposons
que nous ayons 2 calculer le produit P de deux entiers A et B écrits sur 4 bits en
numération simple de position :

Ay Ay Al A
By B, B B,

AsBo AzBy  ABg AgBy
A3By AsBy  ABy AgB,
A3B3  AsB3 A|B;  AgB;

P; Py Ps Py Py Py Py Py

el

ce

d'u
qu
mé
écc
I'al
chi
jam
déc

nur

AC
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La premicre idée qui vient  l'esprit est de calculer successivement les sommes
partielles :

A3By A2Bg A1By ApBp

AsBy  ABg  ABg  AgBy
+ A3B§ A2B1 AlB] A(JBI

AsBg AsBg A1By ApBg
+  A3By ArBj AyBy ApBq
+ ABy ABy AB; AB

AzBy AsBg ABg ApBg
+ A3B| A2B1 AlB] A(}Bl
+ AsBy ABy  ABp AgB
+ AsBy  ABy AB3 AgBj

ce qui revient & effectuer, pour des nombres codés sur n bits :

Début
§:=0
Pour i allant de 0 & n-1 faire
S :=S+ { A.B; décalé de i positions vers les poids forts }
P:=S§
Fin.

En pratique, plutdt que de décaler a la "™ gtape les termes A.B; de i positions
vers la gauche, on préfére décaler A chaque pas vers la droite la somme partielle §
d'une seule position, ce qui est plus commode. De plus, a priori, on pourrait penser
que l'implantation de cet algorithme nécessite un registre de 2n chiffres (pour
mémoriser S) et deux registres de n chiffres (pour mémoriser A et B). On peut en fait
économiser de la place si l'on réalise qu'apres exécution de la boucle d'indice 1 de
Ialgorithme, S tient sur n+i+1 chiffres seulement, tandis que l'on n'a plus besoin des
chiffres By, By, By, ..., Bj. La mémorisation du couple B.S ne requiert donc
jamais plus de 2n+1 chiffres. Ces deux considérations nous conduisent a l'algorithme
décrit ci-dessous.

Pour multiplier deux nombres écrits sur n chiffres en "chiffres signés” ou en
numération usuelle de position, nous utiliserons trois registres de n chiffres M, ACI et
ACO, un registre d'un chiffre R et un additionneur de nombres de n chiffres (figure
4.1).
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Figure 4.1 Une petite architecture de multiplication. ! addi
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Nous supposerons : . ceta
® que l'additionneur peut effectuer l'instruction "ADD" suivante : 5
—  si ACOy , le chiffre de poids faible de ACOQ, est nul, ne rien faire,
si ACOy = 1, additionner AC1 et M, placer le résultat (sans la
retenue sortante) dans AC1 et la retenue sortante dans R. - codé
- si ACOy =1 (ce cas n'apparait bien évidemment que si l'on utilise p;:stc
la notation en "chiffres signés"), soustraire M de AC1, placer lesn : ;_ et
chiffres de poids faibles du résultat dans AC1 et le chiffre de poids ¢ ! n;
fort dans R. i B
® que l'on peut effectuer le décalage 2 droite global des registres R,AC1 et
ACO0, que nous appellerons "DEC", décrit ci-dessous :
— ACO est décalé a droite d'une position, et AC0, est perdu.
— AC1 est décal€ a droite d'une position, son chiffre de poids faible
ACIy remplace le chiffre de poids fort AC0,,_; de ACO, et son
chiffre de poids fort AC1,_; est remplacé par le contenu de R.
Cette opération constitue un décalage @ droite d'une position de 1'ensemble |
(R,AC1,ACO) considéré comme un seul registre. de —
Cher
Nous supposerons qu'au début de la multiplication, le multiplicande A est n bit
mémorisé dans le registre M, et le multiplieur B dans le registre ACO. Nous nous
supposerons en outre que les registres R et AC1 sont initialisés 4 zéro et que 'on addi

dispose d'un compteur C. prod
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11 est trés facile de constater qu'avec ce matériel, on peut effectuer la multipli-
cation du multiplicande par le multiplieur en exécutant l'algorithme :

Cen
tant que C = 0 faire
début
effectuer "ADD"
effectuer "DEC"
décrémenter C
fin.

Et le résultat du calcul est placé dans le double registre (AC1,AC0). On peut,
pour calculer plus rapidement, remplacer l'additionneur de la figure 4.1 par un
additionneur A retenue conservée (Carry save, voir paragraphe 2.7), c'est a dire une
rangée de cellules "FA", puis convertir le résultat final en numération simple de
position 2 l'aide d'un “vrai" additionneur. Nous allons maintenant essayer d'adapter
cet algorithme au travail en complément a deux.

4.1.2 Cas du calcul en complément a deux.

Supposons donc que nos deux opérandes (multiplicande et multiplicur) soient
codés en complément & deux. Si seul le multiplicande est négatif, alors l'algorithme
présenté auparavant peut fonctionner sans nécessiter de grosses modifications. En
effet, examinons le cas de la multiplication de (1101)3 = (=3)1p par (0101)5 = (5)¢-
Si nous effectuons cette opération comme nous le faisons "a la main", nous obtenons

un résultat faux :
1 1 0 1
X 0 10 1

1 1 0 1
0o 0o 0 0
1 1 0 1
0O 0 0 0

10 0 0 0 0 1

Le nombre [01000001]5 est égal a 64+1 = 65, il est donc différent du produit

de -3 par 3.

Cherchons & cerner l'origine du probléme : si nous multiplions des nombres gcrits sur
n bits, le résultat sera écrit sur 2n bits, donc les additions de produits partiels, méme si
nous parvenons 2 les effectuer avec un additionneur n bits, sont intrinséquement des
additions de nombres de 2n bits. Si nous examinons l'exemple précédent, le premier
produit partiel, 1101, devrait représenter l'entier relatif -3, or il n'en est rien, car
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interprétée comme représentation en complément A 2 sur 2n bits d'un nombre entier, la
chaine [00001101] représente 8+4+1 = 13, Il faut donc que les produits partiels soient
immédiatement écrits en complément @ 2 sur 2n bits. Ceci se fait de maniére fort
simple, en répétant & gauche un nombre de fois suffisant le bit de poids fort de chaque
produit partiel. Par exemple, [1101]5 s'écrit en complément & 2 sur 8 bits en répétant 4
fois a gauche son bit de poids fort, ce qui donne :

[11111101]5 = -128+64+32+16+8+4+]1 = -3.

Si 'on €crit effectivement les produits partiels ainsi, en complément 2 2 sur 2n
bits, alors l'algorithme usuel de multiplication nous fournit un résultat correct, comme
I'illustre I'exemple suivani (on calcule en complément a 2, donc on ne garde pas la
derniére retenue).

.._.
p—t
=
—

1 1 1 1 1 1 0 1
0O 0 0 0 0 0 o0

1 1 1 10 1

0O ¢ 0 0 o0

1 1 1 1 0 0 0 1

Nous obtenons bien le résultat escompté (-15 = -5 x 3).

Si maintenant nous cherchons 2 effectuer de telles multiplications d'un
multiplicande positif par un multiplieur négatif codé en complément 4 2 & I'aide d'un
additionneur et de registres comme dans le paragraphe précédent, nous aurons i
effectuer une 1égére modification de cet algorithme. En effet, étant donné qu'il est plus
simple de décaler a droite la somme partielle que de décaler & gauche le multiplicande,
c'est la somme partielle que nous devrons réécrire correctement i chaque décalage en
complément a 2. Illustrons ceci en utilisant 'architecture décrite par la figure 4.2.

n

multiplicande accu. poids forts  accu. poids faibles
I M ] R} AC1 —{___ ACD
/n AN
ACO,
ADDITIONNEUR _contrdle

complément 4 2

' n

Figure 4.2
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Le registre R sert maintenant i injecter a chaque pas de l'algorithme un bit repré-
sentant le signe de la somme partielle, afin que I'écriture de celle-ci en complément a
deux reste correcte aprés décalage. Nous supposerons que nous disposons d'une ins-
truction "DEC" qui a pour effet de décaler a droite d'une position I'ensemble
(R,ACI,ACO) rout en laissant invariant le contenut de R (par exemple, un tel décalage
appliqué 4 (1001) donne (1100)) et d'une instruction "ADD" qui a pour effet d'addi-
tionner (en complément & 2 : la retenue sortante est donc ignorée) les contenus de M
et ACI, et de placer la somme dans ACI.

En début d'exécution, le multiplicande est placé dans M et le multiplieur est placé
dans ACO. Puisqu' & cet instant la somme partielle est nulle, R et ACI sont initialisés
zéro. Des que nous rencontrons en ACOg un bit égal a 1, la somme partielle deviendra
négative (puisque le multiplicande est supposé négatif) : il faudra donc placer un "1"
dans R. Supposons, comme dans le paragraphe 4.1.1, que l'on dispose d'un
compteur C. 1l est facile de se persuader que l'algorithme suivant effectue bien la
multiplication désirée, et place dans le registre (AC1,ACO) le produit du multiplicande
par le multiplieur :

R« 0
Cén
tant que C =0 faire
début
si ACOg = 0 alors ne rien faire
sinon
début
effectuer "ADD"
Re1
fin
effectuer "DEC"
décrémenter C
fin.

Cette méthode, présentée dans [ROB35] et [SCOS85] (entre autres), est due i J.E.
Robertson. Elle ne permet pas de traiter le cas o le multiplieur est négatif,
contrairement & la méthode que nous allons étudier maintenant, présentée par A.D.
Booth dans [BOO51].

La méthode de Booth.

La méthode de multiplication que nous avons étudiée au paragraphe précédent,

basée sur des additions et des décalages présente une particularité : au i*™® pas de la
méthode, on n'effectue réellement d'addition que si le i®me bit du multiplieur est
distinct de zéro. A l'origine, la méthode de Booth était destinée 2 accélérer la
multiplication en recodant le multiplieur dans une notation de type "chiffres signés”
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comportant si possible plus de zéros que son €criture d'origine. Une telle accélération de |
ne peut maintenant plus étre de mise car elle dépend de la valeur des données : pour

des raisons de synchronicité, on ne doit pas chercher a minimiser le temps moyen de

calcul, mais uniquement le temps maximal. La méthode de Booth reste toutefois

employée car elle permet de traiter des opérandes écrites en complément a deux. [l est

A noter qu'une autre technique de recodage, dite "méthode de Booth modifiée" permet,

elle, de garantir que quelles que soient les données 2 traiter, si le multiplieur est écrit

sur n bits, son recodage comportera au moins n/2 zéros : cette technique permet done

effectivement d'accélérer la multiplication, et nous I'étudierons ultérieurement. La

méthode de Booth est basée sur l'identité suivante :

2i+k 4 2utk-1 4 2ivk-2 4 4 2 = itk+l _ 2i

Elle consiste a rempliacer dans une écriture en numération simple de position les
chaines de bits de la forme 0111111...110 par les chaines 1000000...010.

Exemple.
La réécriture par la méthode de Booth de la chaine 11101101110111101100
donne la chaine 100110110011000110T00.

On constate que cette méthode permet effectivement d'accroitre le nombre de ;

en
z€ros de 1'écriture d'un entier si celle-ci, A l'origine, comporte de longues chaines de
"1". Toutefois, dans le cas contraire, elle peut conduire au résultat inverse, puisque la
réécriture par la méthode de Booth de la chaine 010101010101 donne la chaine per
1NNt -
Ce dernier exemple montre pourquoi on n'utilise plus la méthode de Booth dans
le but d'accélérer les multiplications. Son principal intérét réside maintenant dans le ast
fait suivant. Considérons un nombre A écrit en complément a deux sous la forme : cett
n-2 SYySsi
A=(A A ,... Ag). = —A_ 2™+ 3 AD une
n-1"*n-2 *** M0 3 n-1 i
i=0 d; ¢

Considérons également la chaine (BB, B, ... By), obtenue en recodant par
Ia méthode de Booth la chaine (A, ... Ag).

Il y a deux possibilités distinctes :

® Soit A est positif (i.e. Ay 1 =0, ce qui implique que B, est nul), auquel
cas, puisque la chaine (A,_1A;_2...Ag) constitue I'écriture en numération simple de
position de A, la chaine (B,_{B,,_»...Bp) constitue bien, par construction de la
méthode de Booth, une écriture en "chiffres signés” de A.

@ Soit A est négatif (i.e. A, ; = 1), auquel cas, par construction de la
méthode de Booth, la chaine (B,B,_;...Bg) constitue une écriture en "chiffres signés" sen
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de l'entier simple associé @ A (voir chapitre 2). Nous avons donc :

n-1 . n .
Y a2= X B2.
i=0

i=0

Or, puisque A, estégala 1, B, est égal 4 1 également, par conséquent ;

n-1 n

Yot =
= =0
n-1

n-1
1l vient donc : 2 B; 2 = > A, 2' _ 2" ce qui donne, Ay étantégala 1:
i=0 i=0

2 n-2

n- 1 s
Z Biziz ¥ A52i+2n-1_2n= Z Aiz"—z““
i=0 i=0 “Zo

n-2
g™ Aoy * Z Aiz’ = A
i=0

La chaine (Bg.(Bp.2---Bo) (Attention ! Ona enlevé B, 1) est donc une écriture
en “chiffres signés” de A.

Nous venons donc de cerner une qualité essentielle de I'algorithme de Booth : 11
permet de recoder aussi bien des nombres écrits en complément a deux que des
nombres écrits en numération simple de position.

Maintenant, une remarque importante simpose : la notation en "chiffres signés"
est coliteuse en place (il faut deux positions binaires pour mémoriser un chiffre de
cette notation). En fait, on ne fera pas vraiment de traduction du multiplieur dans ce
systéme de notation, mais on effectuera, au iéme pas de l'algorithme de multiplication,
ane addition ou une soustraction ou rien du tout suivant les valeurs des chiffres d;_; et
d; du multiplieur (on pose d_j = 0) :

d; dj; Actional'étapei

0 0 ren (correspond 4 un "0" en itme position du recodage)
0 1 addition ( ! L & " "

i 0 soustracion (¢ * " """ " ")

1 1 rien (correspond & un "0" en itme position du recodage)

On peut par exemple implanter cet algorithme 2 l'aide d'une architecture
semblable 2 celle indiguée figure 4.3.
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Figure 4.3 Une architecture adaptée a la méthode de Booth.
Supposons que l'instruction “DEC" corresponde maintenant a un décalage 2
droite d'une position de l'ensemble (AC1,ACO,H) qui laisse invariant le bit de poids
fortde AC;, ACly,,, afin que I'écriture en complément A deux des sommes partielles
reste correcte apres décalage. H est un registre de | bit. Supposons également que
I'instruction "ADD" corresponde 2 l'opération suivante :
e Si ACOq = H alors ne rien faire.
¢ Si ACOp = 0 et H = 1, alors additionner (en complément a 2 : la retenue
Sortante est ignorée) les contenus de M et ACI, et placer le résultat
dans ACI.
* L
¢ 351 ACOg =1 et H =0, alors soustraire (en complément a 2) le contenu de
M de celui de AC1, et placer le résultat dans ACI. N
i ) . ¢ . perme
On rappelle qu'en complément i deux, soustraire une quantité¢ Y d'une autre signés
quantité X se fait en effectuant une addition de X et de Y {obtenu en complémentant S
terme a terme les bits de Y) et en injectant dans 'additionneur une retenue entrante seuler
égalea 1. HonE
Supposons également qu'en début d'exécution le multiplicande est placé dans M S
et le multiplieur dans ACO, et que les registres AC1 et H sont initialisés 3 zéro. b:
L'algorithme qui suit effectue A I'aide de la méthode de Booth le produit du i
multiplicande et du multiplieur, et place le résultat dans le double registre (AC1,ACQ). 9
1y
Cen la chai
tant que C=0 faire gauch
début obtien
effectuer "ADD"
effectuer "DEC" L:
décrémenter C montr

fin,
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Exemple.

Considérons la multiplication de {10011} =-13 (multiplicande) par
{10010}5 = -14 (multiplieur). M est initialisé a (10011), et lorsque nous soustrairons
M, en fait, nous ajouterons (0110(}) avec une retenue entrante égale a 1 (ce qui revient
aajouter (01101)). Le tableau suivant (figure 4.4) présente les contenus successifs de
AC1, ACO et H.

C ACl1 ACO
initialisation | 00000 | 10010

Action étape suivante
DEC

H

0
5 00000{ 0100110 soustraction, DEC
4 001101010011 addition, DEC
3 11100[11010]|0 DEC
2 111101 01101(0 soustraction, DEC
1 00101 | 101101 Oz

e
résultat :

00101 10110), =(182) 5= (-14),x ¢13),

Figure 4.4 Multiplication de -14 par -13 par la méthode de Booth.

La méthode de Booth modifiée.

Nous allons maintenant étudier une méthode de réécriture des chaines de chiffres
permettant de faire apparaitre plus de zéros dans I'écriture en base 2 (et chiffres
signés) des nombres qu'en utilisant la méthode de Booth : elle garantira qu'un chiffre
sur 2 au moins sera égal & zéro, et elle permettra par conséquent de réduire non plus
seulement le nombre moyen mais aussi le nombre maximum d'additions/soustrac-
tions nécessaires pour effectuer une multiplication.

Si on réécrit par la méthode de booth la chaine : 01011 1011011101111011 (A),
on obtiendra : 111001101100T10001101 (B).

Mais on peut remarquer que la chaine 11 est équivalente a la chaine 01, tandis que
la chalne 11 est équivalente i la chaine 01. En remplagant séquentiellement de droite &
gauche dans (B) toutes les occurences de 11 par 01, et toutes celles de 11 par 01, on
obtient : 101000100T000T0000TOT (C).

La chaine (C) comporte plus de zéros que les chaines (A) et (B), on peut méme
montrer qu'elle constitue une réécriture minimale de (A), c'est-a-dire comportant le
plus petit nombre possible de chiffres non nuls (un sur trois en moyenne). Cette
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chaine (C) constitue le recodage de (A) par la méthode de Booth modifiée, appelée
aussi recodage canonigue de (A).

1l est possible d'effectuer un tel codage plus rapidement qu'en utilisant la méthode
de Booth suivie d'un remplacement des chaines 17 et T1. Pour ceci, remarquons que
lors de I'application de la méthode de Booth, les séquences 11 correspondent aux
z€ros isolés de la chaine initiale, tandis que les séquences 11 correspondent aux "1"
isolés. La méthode de Booth modifiée consistera a remplacer les chaines de la forme :

b 2w THEOTY 1.0
par : 1000..00100...00T7

et a laisser inchangées les chaines de la forme:000...010... 0. Afin de
localiser les "1" et les zéros isolés, nous utiliserons des vari ables supplémentaires c,,
Au i*™ pas de T'algorithme de multiplication, on effectuera alors (cp est nul par
convention) ;

¢ di,; d; action 2 I'étape i €
0 0 0 rien ("0" en i*™ position du recodage) 0
0 0 1 addition ("1" en i*™ position du recodage) 0
0 1 0 rien ("0" en i*™ position du recodage) 0
0 1 1 soustraction ("T"en i®™* position du recodage) 1
1 0 0 addition ("1" en i*™ position du recodage) 0
1 0 1 rien ("0" en i*™ position du recodage) 1
1 1 0 soustraction ("1"en itme position du recodage) 1
1 1 1 ren ("0" en i position du recodage) 1

Un rapide examen de cette table montre que la réécriture d'une chaine par la
méthode de Booth modifiée ne comporte jamais deux chiffres non nuls consécutifs :
si on effectue des multiplications de nombres de n bits, on devra faire au plus n/2
additions/soustractions, la méthode de Booth modifiée permet donc de réduire le
temps maximal de calcul.

Multiplic
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42 MULTIPLICATION PAR RESEAUX CELLULAIRES.

4.2.1. Nombres sans signe,

Considérons la multiplication de deux nombres A et B écrits en numération de
position (base 2) sur 4 bits :

AsBy A;By ABy AgBy
A3B;  A;By AB; AgB,
A3B, Asz AB;, AyB,
A3B;  A;By AB; AgBj

P, Pg Ps P, P P, Py Py
Figure 4.5 Une multiplication "d la main”.

Les multiplieurs cellulaires sont constitués de cellules trés simples, placées
suivant un réseau d'interconnexion régulier, dont la topologie est calquée sur la dispo-
sition des termes A;B; 2 la figure 4.5. Nous utiliserons la cellule de base suivante, qui
n'est rien d'autre que la cellule d'addition "FA" du chapitre 3 :

X
¢ Y
S=x @y®z

4— Z  c=MAJ(xy.2)

!

Figure 4.6

A l'aide de telles cellules, on peut construire un ou plusieurs additionneurs
séquentiels pour calculer les sommes partielles de la figure 4.5. Il est toutefois préfé-
rable de calculer ces sommes partielles en notation “carry save" (voir chapitre 2),
c'est-d-dire en conservant les retenues au lieu de les propager. En 1963, Braun
[BRA63] a proposé un réseau trés régulier, composé de ces cellules, et effectuant des
multiplications en utilisant la notation "carry save" pour les résultats partiels. Un
réseau permettant de multiplier des nombres écrits en numération simple de position
sur n bits est constitué de n-1 additionneurs "carry save" (qui sont des rangées de
cellules FA), et d'un additionneur séquentiel simple qui convertit le résultat en numé-
ration simple de position. Ce réseau est présenté a la figure 4.7 dans le cas n = 3. Le
temps de calcul d'un tel réseau est proportionnel au plus long chemin du graphe
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orienté dont les arétes sont les fleches de connexion du réseau et dont les noeuds sont
les cellules élémentaires. Pour un réseau de taille n, ce temps de calcul est égal au
temps de traversée de 2n-2 cellules élémentaires,

B R P B By Py B Py

Figure 4.7 Le multiplieur de Braun.

A chaque instant, une seule ligne de ce réseau est active. 1l est donc possible, en
vue d'améliorer soit ses performances soit son encombrement, de le modifier de deux
fagons : on peut n'utiliser qu'une seule ligne, "rebouclée” sur elle-méme, on obtiendra
alors un multiplieur série/paralléle (voir paragraphe 4.3.1), puisque les termes B,
doivent alors &tre amenés en série: on peut €galement le transformer en multiplieur
pipe-line. C'est cette dernidre stratégie que nous allons étudier & présent. Nous
représenterons schématiquement le multiplieur de Braun comme suit (cas n=6).

‘ASBOA‘tBﬂASBU AZBO A ]BUAOBO

AgBy

! |

B T
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Nous modifierons trés 1égérement le muitiplicur de Braun afin de faciliter
l'acheminement des données (dans le multiplieur de Braun, la premiére ligne i besoin
en méme temps de B, et de By). Nous chercherons & pipe-liner le réseau suivant. Les
cellules rondes sont des cellules de mémorisation qui conservent leurs entrées durant
un délai égal au temps de calcul d'une cellule FA avant de le restituer en sortic.

ABgA,BgA,ByA ByA BgA By

5

Figure 4.9 Réseau de Braun modifié.

Supposons dans que le délai entre deux entrées successives dans le pipe-line soit
égal au temps de calcul d'une cellule FA (ceci ne se produira pas en pratique : il
faudrait une machine ayant un trés petit temps de cycle, et de plus cela conduirait a un
grand nombre d'étages de pipe-ling). Le point faible du réseau de Braun pour une telle
implantation est bien entendu sa derniére ligne, qui travaille bien plus lentement que
les autres car une retenue s'y propage. Il suffit de remplacer cette derniére ligne, qui
n'est rien d'autre qu'un additionneur séquentiel simple, par 'additionneur pipe-line de
la figure 3.7. Les cellules "H" sont des cellules HA (voir début du chapitre 3), dont le
temps de calcul doit étre égal au temps de calcul des cellules FA, que nous choisirons
comme unité de temps (en pratique, cette synchronisation entre les cellules mémoire,
les cellules FA et les cellules HA s'obtient en utilisant, comme barri¢res temporelles,
des points mémoire).

La figure 4.10 présente le multiplicur pipe-line ainsi obtenu, qui regoit un
nouveau jeu de données et fournit un nouveau résultat toutes les unités de temps et
peut donc calculer k produits de nombres de n bits en 2n-2+k unités de temps.
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Figure 4.10 Une premiére idée de multiplieur de Braun pipe-line. “{OCTlC]
décriro
par la r
On peut, dans le but de construire des implantation plus réalistes, concevoir un S;
sur n bi

multiplieur qui recevra un nouveau jeu de données toutes les p unités de temps. Un tel
multiplieur nécessitera moins de cellules HA puisqu'il peut contenir des chaines de
propagation de retenue de longueur p. La figure 4.11 présente un multiplieur pipe-line
pour lequel p est égal a 3.
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AByA,BgA,ByA,ByA ByA B,

Nt
f=1

AL Oy O O Q O O
5 O

"5 : w-ﬂ
TyEyE

A

?

Figure 4.11 Un mudtiplieur recevant un nouveau jeu de données toules les 3 unités
de temps.

4.2.2 Traitement de nombres écrits en complément a deux.

Nt b A A= L A e L A A L A

De nombreux auteurs ont proposé des multiplieurs cellulaires permettant de traiter
des opérandes écrites en complément a deux : on peut citer en particulier Baugh et
Wooley ((BW73]), Hwang ((HWA179], [HWAZ279]) et Nakamura ((NAK86]). Nous
décrirons ici la méthode de Baugh et Wooley, datant de 1973, qui est fort intéressante
par la régularité des multiplieurs qu'elle permet de construire.

Supposons que nous désirions calculer le produit P de deux nombres a et b écrits

voir un ;s l .

. Ui tél sur n bits en complément a 2 :

ines de B oot "22 i
ipe-line oS (311-13:1-2 ai})E =-8p.4 o a;

=3 ,
e b = (b bas ... by =-b,,,12““+_nz b2'

b3

2n
2n-1
e P = (PyPorz - Polz =-Poi2 +‘Z P2
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Il vient de manigre triviale :

n-2 n-2

P = [- a, 2"+ 'Z a2' ]{— b, 2%+ _Z b2’ ]
i=0 j=0

n-2 n-2

n-2 n-2

_ 2n-2 i+j n+j-1 ne+i-1

=a,1b,,2 L ,zo_zoaibj 27 - an—l_zobj 2 —by; & 22
i=0j= j=

On peut, en utilisant cette relation "poser” la multiplication comme nous le faisons
a la main. Au lieu d'additionner tous les produits partiels, il faudra en soustraire
quelques uns (ceux qui correspondent aux termes dans lesquels ap,_j ou b,_; sont mis
en facteur), ce qui peut se représenter comme suit ;
a3 az 4 ap
X by by b, by

aby  a;by  aghg
azby ajb;  aghy termes ajoutés
azb; 0 ayb, ayb, agh,

33]’.)2 a3b1 33b0
agby a by aghs termes soustraits

P, P Ps P, P3 P, P Py

Exemple.
Calculons par ce moyen le produit de (101 )3 =-5 par (0101)s = +5:

(=]
—

X 0 1 0 1

0 1 1
0 0 0 lermes ajoutds,
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 somme des termes ajoutés
1 0 1
0 0 0 termes soustraits.

1 0 1 0 0 0 somme des termes soustraits.

Figure 4.12

La somme des termes ajoutés vaut (0001111); = 15, et celle des termes
soustraits vaut (0101000); = 40. 15-40 est bien égal au résultat recherché -25. 1l
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serait possible de réaliser un réseau cellulaire permettant de réaliser la multiplication
par cette méthode. Un tel réseau aurait toutefois un défaut majeur qui romprait sa
régularité et rendrait par 1 délicate sa conception : il ne serait pas composé de cellules
identiques puisqu'il nécessiterait des cellules d'addition (nos cellules "FA") et des

cellules de soustraction.
Dans le but de supprimer cet inconvénient, nous alions maintenant chercher a

modifier l'expression :
n-2 n-2 n-2 n-2
a“_ibn_l A2 2 2 a-lbj2i"j . Z bi2n+i—l b, z aizm—l
i=0j=0 i=0 i=0
de maniere A remplacer la soustraction de la quantité :

n-2

n-2
a 2 bi2n+ivl +bn_1 z aizn-a-i—l

i=0 i=0
par des additions de termes €crits en complément @ deux sur 2n bits dont la somme
est égale & I'opposé de cette guantité. Les termes :

n-2 n-2
n+i-1 -,n+i-]
-b.4 Z a2 et -a,, E b, 2
i=0 i=0

représentent des expressions symétriques, par conséquent il suffit de savoir traiter I'un
d'eux pour savoir traiter l'autre. Occupons-nous par exemple du premier, en
démontrant la propriété suivante.

Propriéié.
n-2

La quantité —b_ 2 a 2™ st égale A
i=0

of) si bn—l = O
n-2
2 a —an#i-l
i 2P Feg™ . Y 2™ D sit, ;=1
i=0

Démonstration.
1l suffit de calculer la somme :

et n+i-1 2n-2 i = n+i-1

. X n- 2 :
E a2 +1-2 +2 + E a2
i=0 i=0

-elle des termes
recherché -25. 1l
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elle est égale a :

n-2 n-2
2n-2 -1 - i- - - i- —
522" e B g aotH o PR g o8y B asH
i=0 i=0

et vautdonc 2224 21 4 222 90 = 0 ce quiil fallait démontrer.

Ce résultat nous permet donc d'exprimer le produit P de a par b comme suit :

- n-2
2n-2 i+j n-1 n+i-l
P = a, by, 2 + Z E a,bJZ + bn 1 B + 2 Z
i=0j=0 i=0
) t
i :
2n-2 ; = o TH- i
R i L b2"" : 3
i=0
"Pos
Or, la quantité - (by.; +ay.1 ) .22 estégale a:
'Osian-lzan:O -
i
«-2""25i(a,, =0etb,, =1) ou (a,;=1letb,,=0)
._27_11‘] si a,, = bn-] g k
elle peut donc s'exprimer sous la forme : -2°™' + (@, +b 222 ;
p onc s'exprimer sous la forme : - + (a,1+byy) . :
Nous obtenons par conséquent : i
a1 . e 202 n-2 n-2 o
P=-2""+(ay;+b, +a,b,,)2 2 D ap2
=0j=0
n- =
n+i-1 n+j-1 n-1 : ier
2 a2 L 8o 2" + (a1 + b, )2 hie
-0 i=0 ci-d
' n2n0-1 : : 5 : 5 sont
Le terme "-2"""" qui apparait en téte de cette expression est le seul terme négatif, a1l
mais comme les nombres sont écrits en complément a deux sur 2n bits, il correspond -

en réalité a 'addition de (100000...00);. Cette expression permet de déduire une
méthode de calcul de P, appelée méthode de Baugh-Wooley, que nous illustrons ci-
dessous dans le cas n=5 (les autres cas s'en déduisent de maniére tout 2 fait triviale).
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ay a3 a2 a a9

&

asbg asbg abo a1bp 2gbo
. aby ady by ajb;  agb
agby  asby  aby by aghs
aby asby  aby a1b3 agbs
agby  azbg by ajbg  agby

Py Pg Py Pg ps Py P3 P P Py
Figure 4.13

Exemple.
Prenons le cas de la multiplication de (10010)z = -14 par (01101); =13.
"Posons” cette multiplication en suivant la méthode indiguée ci-dessus.

0 1
X 0 1 1 0 1

0 0 0 i 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 1
1 1 0
1 1 0 1 0 0 1 0 1 0
Figure 4.14

Le résultat obtenu est [1101001010]3 =-512 + 256 + 64 + 8 +2=-182. Tl est
bien égal au produit de -14 par 13. 1l est facile de se persuader que le réseau présenté
ci-dessous éxécute la méthode que nous vVEnons de décrire. Les cellules carrées, qui
sont identiques a celles du réseau de Braun que nous avons étudi€ auparavant, sont les

n:i cellules "FA" décrites au cours du chapitre consacré aux additionneurs. Tout comme le
n s g N o

' multiplieur de Braun, ce multiplieur peut étre adapté au calcul en pipe-line.

ne

ci-
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agbo o aqbg o %% Ebo o oo
e
a;b, albf H‘%b'

"qbz aﬁhz

P P P

ignoré P P ) : 2

o

[ -]

e

o0
P o
s,
WD

Figure 4.15 (Hwang, [HWA179], ©IEEE 1979)

4.3 MULTIPLIEURS SERIE-PARALLELE, MULTIPLIEUR DE LYON.

Dans toute cette partie 4.3, nous supposerons que nos opérandes sont positives et
€crites en numération simple de position. Le cas des opérandes écrites en complément
a deux a ét€ traité par R.F. Lyon dans [LYQ76].

4.3.1 Multiplieurs série parall¢le simples.

Comme nous I'avons déja remarqué, i chaque instant, une seule ligne du muld-
plieur de Braun (figure 4.7) est active, 11 est donc possible d'améliorer son encombre-
ment en n'utilisant qu'une seule ligne, rebouclée sur elle-mé&me : on obtient alors un
multiplieur série-paralléle. Celui de la figure 4.16 est obtenu 2 partir du multiplieur de
la figure 4.9,

E au moins n z¢éros - B a, , A.3 4as ag

0 0 san 0 bn_l"'bk,,_ibk

FA B FA ap -+ Aap

(

— P g e

—r A FA e e P e By e e g
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Les cellules FA de cette figure transmettent leurs sommes vers la droite et leurs
retenues vers la gauche. La cellule D mémorise son entrée pendant un laps de temps
égal au temps de calcul d'une cellule FA avant de la restituer. En pratique, des points
de mémorisation, qui servent de barrieres temporelles, se trouvent également en sortie
des cellules FA, afin d'assurer le synchronisme de I'ensemble, géré par une méme
horloge.

Ce multiplieur est qualifié de série-paralléle car ses données a; doivent étre
ransmises en paralléle, tandis que ses données b; (ainsi que les bits p; du résultat)
wransitent en série, bit par bit, en commengant par les bits de poids faibles. Le mode
série-parallele, qui implique une certaine dissymétrie entre les opérandes, €st bien
adapté a certains problemes (rencontrés par exemple €n traitement du signal) pour
lesquels plusieurs données différentes doivent étre multipliées par un méme
coefficient. Ce multiplieur calcule le produit de deux nombres écrits sur n bits en un
temps égal & 2n fois le temps de calcul d'une cellule FA. Les données
(b,_1by_2 --- bo) correspondant & une méme opérande b doivent étre précédées et

cuivies d'au moins n z€ros, ce qui empéche de pipe-liner les multiplications. Nous
allons maintenant étudier une variante de ce multiplieur paralléle-série, due aRF.

Lyon [LYOT6], qui permet dleffectuer des calculs en pipe-line.

4.3.2 Le multiplieur parallele-série pipe-line de Lyon.

Adoptons comme unité de temps le temps de calcul d'une cellule FA, et
supposons que nos opérandes s'écrivent sur n bits. En 1976, R.F. Lyon proposa
dans [LYO76] de pipe-liner la multiplication série-parallele de sorte qu'il soit possible
de commencer une nouvelle multiplication et d'obtenir un nouveau produit toutes les n
unités de temps, méme si chaque multiplication requiert toujours un temps 2n.

Le produit de deux nombres écrits sur n bits se note sur 2n bits, par conséquent il
sera nécessaire de tronquer certains produits partiels apparaissant dans le
multiplieur de maniere a ne garder que les n bits de poids fort du résultat, puisqu'il est
impossible de fournir bit par bit un nouveau résultat tous les n tops si chacun de ces
résultats tient sur 2n  bits. Le multiplieur de Lyon est donc adapté au calcul en
arithmétique réelle, ol seuls les n bits de poids fort d'un produit importent. Son faible
encombrement le rend intéressant pour des circuits de traitement du signal [PRIB6].

Ce multiplieur se compose de n "L-modules”, agencés comme suit :

BTN JY L X >
L-module L-module = .- L-module
F—T— l“) H p]‘rlpj
; EI0 By 81

Figure 4.17 Le multiplieur de Lyon.
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Chacun des L-modules est composé essentiellement d'une cellule FA et de
cellules D semblables i celle de la figure 4.18, qui mémorisent leurs entrées durant un
laps de temps &gal au temps de calcul d'une cellule FA avant de les restituer en sortie.
Le signal "t" est un signal de troncature, qui ne vaut zéro que lors de I'entrée dy
premier bit by d'un nouveau facteur (by1b5.2 ... bg). Afin d'éviter la rencontre, en
entrée d'une cellule FA, d'une retenge de cetie cellule FA provenant d'une opération et
de coefficients concernant l'opération suivante, nous intercalerons un "zéro artificie]"
entre deux nombres (bn.1by.5 ... by) consécutifs. De toute fagon, si on ne le faisait
pas, une telle rencontre n'influerait que sur le bit de poids faible du résultat fourni,

Les figures 4.19 3 4.22 présentent un exemple de multiplication pipe-line de
nombres écrits sur 3 bits A 'aide du multiplieur de Lyon, Nous multiplions par un
méme facteur a = (110) les nombres (011), (101) et (11 1), et nous obtenons en sortie
Ies bits de poids fort des résultats, i savoir (010), (0O11) et (101). Les "zéros
artificiels" sont notés (0) et les bits des résultats sont soulignés (une fois sur quatre,
un bit correspondant aux zéros artificiels n'a rien de significatif). Les sorties d'une
cellule FA 2 un instant donné, indiguées sur les figures 4.19 3 4.22, correspondent
aux entrées de cette cellule au pas précédent.

b
j+1 j-1

bitde
poids i+j
du produit ke o

partiel
A+t

Figure 4.18 Un L-module.

1 ——t——
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Figure 4.19 Quatre premiers pas de la multiplication pipe-line.
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Figure 4.20 Pas 5 2 8 de la multiplication pipe-line.
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Figure 4.21 Pas 9 @ 12 de la multiplication pipe-line.
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Figure 4.22 Pas 13 a 16 de la multiplication pipe-line.
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4.4 DECOMPOSITION RECURSIVE DE LA MULTIPLICATION.

Ce procédé assez ancien a €té étudié en détail par Luk et Vuillemin (voir
[LUK81], [LUK83] et [LV83]). Supposons que les opérandes a multiplier A et B
sécrivent respectivement (Ayy Aoy ... Ag) et (Byy 1Boyo ... Bo) en numération
de position ou en chiffres signés, et notons :

Al =(Agp1Agps - Ap)
AV = (A A 2 - Ag)
Bl = (Byy.1Bypz - Bp)
B®= (B, B, ... By

Aestégala 2P A + A, et B est égal 2 2P B! + B, par conséquent :
AB=2"A'B'+2°(A'B? + A"B") + A"B®

On peut donc décomposer notre multiplication de nombres écrits sur 2p bits en
quatre sous-multiplications de nombres écrits sur p bits et qui peuvent s'éxécuter en
paralléle. Une telle décomposition, que nous appellerons, comme Luk et Vuillemin,
décomposition 4M, peut s'appliquer récursivement dans le cas ol le nombre de bits
des opérandes est une puissance de 2. Ceci peut immédiatement nous donner un
résultat intéressant sur le plan de la complexité : si 'on suppose que l'on peut effectuer
les additions en temps constant (ce qui est tout 2 fait réaliste si l'on travaille en chiffres
signés ou si les résultats intermédiaires sont notés sous forme carry save — voir
chapitre 2), et sion note T, le temps nécessaire a la multiplication de deux nombres
écrits sur n bits en adoptant une telle stratégie récursive, alors il vient (on effectue les
sous multiplications en parallgle) :

Tp, = Tpp +constante

On en déduit : T, = O (Log n). On peut donc théoriquement effectuer des
multiplications en un temps proportionnel au logarithme de la taille des opérandes.
Nous étudierons par la suite des solutions d'implantation permettant d'atteindre
effectivement un temps logarithmique.

Remarquons qu'une multiplication sur 2p bits peut se décomposer en moins de

quatre sous-multiplications sur p bits. En effet, on peut calculer U = (A'+A{}}{'Bl+BU),
Me= A]B] etW= ADBD, et obtenir finalement :

AB=2® vV + 2P (U-V-W)+W.

On peut faire le compte... trois sous-multiplications seulement ont €té
effectuées ! Cette décomposition, que nous appellerons décomposition 3M, est
présentée par Donald Knuth dans [KNU69]; elle est fort utile en logiciel pour effectuer
des calculs en multiprécision.

line.
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Une autre solution consiste & ne découper récursivement qu'une seul opérande
(par exemple B), et 2 obtenir: A.B = A.B”+ 2P A.B!, étant bien entendu qu'une
multiplication de A par un entier €crit sur un bit est triviale. Cette décomposition a été
baptisée décomposition 2M par Jean Vuillemin (voir par exemple [LV83]).

Nous allons maintenant chercher comment construire des multiplieurs utilisant ces
décompositions, composés de plusieurs petits multiplieurs élémentaires, qui seront
soit des portes er (multiplieurs 1x1), soit des multiplieurs pxp (p petit), qui pourront
étre implantés sous forme de table en mémoire morte, ou sous forme de réseaux
cellulaires.

4.4.1 Arbres de Wallace.

Si nous rééxaminons la cellule élémentaire d'addition "FA" du chapitre 3, nous
pouvons constater qu'il est possible de 'assimiler a4 un compteur, c'est-a-dire d une
cellule qui, en fonction de trois entrées binaires Ay, A et Ap, nous fournit deux
sorties également binaires By et B telles que Ag+ A + A, =2 B + By, ce qui veut
dire que la chaine (BBy) est une écriture en base 2 de la somme Ag+ A; + Ap(ona
donc compté le nombre de termes A; égaux a 1). En effet, il suffit d'assimiler Bg a la
"somme" S fournie par la cellule "FA", et B; a 1a "retenue” C.

Nous dirons qu'une telle cellule cellule est un arbre de Wallace @ 3 entrées. Nous
verrons bientdt pourquoi nous utilisons le terme d"arbre”. Nous représenterons cette
cellule comme suit :

S=X @y®z
c=Maj (x,y, z)

Figure 4.23 Un arbre de Wallace a 3 entrées.

Souvent, par souci de clarté, nous indiquerons les poids des différents bits plutot
que des noms de variables :

Figure 4.24

ﬁ
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A partir de cette cellule, on peut construire des €léments de circuits permettant de
compter un plus grand nombre de termes binaires. Et surtout, on peut les construire
suivant un schéma arborescent, ce qui permet d'effectuer le comptage en un temps
proportionnel au logarithme du nombre de termes. Ces constructions arborescentes
sont appelées arbres de Wallace. Par exemple, la figure suivante présente un arbre de

Wallace a 5 entrées :

0 0 0 0

i S S
1 4
w3
A 7
0 i
L L2
W,

b
b _—

2
Figure 4.25

que nous représenterons par le symbole suivant :
FFdd

|
w.‘)
l

2

w3

ln
2

2]

L}

Figure 4.26

Nous pouvons faire deux remarques :

* Un arbre de Wallace a p entrées posséde rlogg p'] sorties.

s APH ; W 3 ;
e Un arbre de Wallace 2 2°" - 1 entrées peut étre tres facilement construit

l'aide d'arbres de Wallace a 2P - 1 entrées. Ceci sera fort utile par la suite, car
pour construire des multiplieurs, nous avons besoin d'arbres de Wallace dont

le nombre d'entrées est de la forme 2°—1.

La figure 4.27 illustre la construction d'un arbre de Wallace & 15 entrées a l'aide

d'arbres de Wallace 4 3 et 7 entrées.
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2" 27 %" 2" 2%%7P 2
Lbdlidl IR
W, W,

22 2]29 22 2] 20

! VS
W3
J
3 2 1

2 2 2 P

Figure 4.27 Arbre de Wallace a 15 entrées.

Supposons & présent que nous désirions additionner 3 nombres écrits en numé-
ration simple de position sur n bits. On peut dans un premier temps additionner leurs
bits de méme poids & I'aide d'arbres de Wallace 2 trois entrées :

P P27 2 PP
[ 11 1]

Ll

2:14-1211 2:1 2r|-l 3

Figure 4.28

(]
N,
N,

A la sortie des arbres de Wallace, nous avons (a I'exception des exposants 0 et
n+1), exactement deux bits de chaque exposant. I ne reste alors plus qu'a effectuer
une addition pour avoir le résultat correct ;

Add:tlonneur

LT T T

Figure 4.29
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La figure 4.30 présente une portion de circuit capable d'additionner sept nombres
de quatre bits :

3 2 ! S0
L4 LU JLLLLLL LY
W, W, W, W,

212} RN 1 ﬁz‘——J’fz' 2

5 4
2 1?.l 2

—1

Additionneur

L] ! I
> 2

2! 7

[ ]
=

Figure 4.30

L'intérét des arbres de Wallace est maintenant évident : ils permettent d'addition-
ner trés rapidement plusieurs termes (en un temps proportionnel & la fois au logarithme
du nombre de termes et au logarithme de la taille des termes) en n'effectuant qu'une
seule "vraie" addition. 11 est évident que 1'on ne profitera pleinement de I'accélération
des calculs due aux arbres de Wallace que si l'additionneur utilisé est trés performant :
on pourra par exemple utiliser un additionneur de type "carry look-ahead” ou un
additionneur de Brent et Kung.

Exemple de solution architecturale utilisant des arbres de Wallace.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier une architecture récursive permettant
d'effectuer une multiplication par l'algorithme de décomposition 4M. Cette architec-
ture est trés classique, et est notamment décrite dans [CAV84] et [HWA279]. Par
souci de simplification nouws nous limiterons au cas d'opérandes écrites en niumération
simple de position. Nous laissons au lecteur le soin de réfléchir aux modifications a
apporter pour travailler dans les autres systemes usuels de notation.

Nous allons tout d'abord nous attacher 3 la construction d'un multiplieur 8 bits &
l'aide de multiplieurs cellulaires 4 bits. Supposons que nos deux opérandes A et B
s'écrivent respectivement (AsAg ... Ag)p et (ByBg ... By)z en numération simmple
de position, et définissons quatre nombres de 4 bits A?, AY, B! et B® par :

AO = (A3A2A1Au)
B? = (B3B,B,By)

Al = (A;AGASA,)
B! = (B;B4BsB,)
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Il vient de maniére évidente :

AB= 2° AIB! + 2 (AIB? 4+ AOB1) 4 AOBO

Supposons que les quatre produits partiels A'B!, AIB? | AOB! ¢ AOBO glef-
fectuent en paralléle sur quatre multiplieurs 4 bits différents. Chacun de ces multi-
plieurs fournit un résultat sur 8 bits. Les bits de poids 0 & 3 sont fournis par un seul
multiplieur (celui qui effectue le produit A°B9), ils ne posent donc aucun probléme
particulier. Il en va de méme des bits de poids 12 4 15 (ils ne sont fournis que par le
multiplieur qui calcule A'B!). Par contre, les bits de poids 4 & 7 sont fournis par trois
multiplieurs (ceux qui calculent A'B®, APB! et A%B®). De méme, les bits de poids
8 a 11 sont fournis par trois multiplieurs (ceux qui calculent A!B!, AIBO et AB),
Pour sommer ces bits de méme poids, nous utiliserons donc des arbres de Wallace &
trois entrées. La figure 4.31 présente la structure globale d'un multiplieur 8 bits
utilisant cette stratégie.

A’ B!
i=8...11 i=4...7
LILELEL LELELIL S
Al Bl A’ B°
i=12..15 i=8...11 i=4.7 i=0..23
TTTT LI TETT L |
-~ s N v | S e —
Al-p?
i=8.11 i=4..7
LILI LI LI
// 4 e 4 L
4 14144 141414 14
4W3 4W3
11112923 282762524
A — 14242 42 11 1424240241
5 12 0
=00 ?—-0 2 —” I/
Additionneur
215214213 212 21[21029 f 2}' 26 25 24 23122 2] 20

Figure 4.31
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Nous représenterons ce multiplieur 8 bits par le schéma suivant, ol les rectangles
"4x4" représentent des multiplieurs 4 bits produisant des résultats sur 8 bits,

|4X4

4x4 I 4x4

4 x4

W

Additionneur

Figure 4.32

De la méme maniére, on peut construire des multiplieurs 16 bits (figure 4.33) et
32 bits (figure 4.34). Ce dernier nécessite des arbres de Wallace 4 3, 5,7,9, 11, 13 et

15 entrées.
| 4x4

4 x4 4x4
| 4x4 " 4x4 " 4 x4
4x4 I 4x4 4x4 |4x4

4x4 H 4x4 I

4 x4 l 4x4

4 x4

4 x4

w3 wS w? 5 3

Additionneur

Figure 4.33

[4x4[4x4|{4n4[4x4| taxafaxa|[ax4]ax4]

[EXalaxa [ o) Aa xaax]
I4¥4|414[ x4 [4% 4] 4x4 4 X4
4 x4 4,(4 4;(4 4,(4 4)(4

[4x4f4xa]iaxaf4x4]

[ax4] |4x4]
e

Figure 4.34
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Le lecteur généralisera sans peine au cas de multiplieurs travaillant avec des
opérandes codées sur n bits, oit n est une puissance de 2.

Puisque tous les sous-produits 4x4 s'effectuent en parallele, le temps de calcul
d'un tel multiplieur est égal au temps d'un produit 4x4, augmenté du temps de
traversée du plus grand arbre de Wallace (cet arbre est i (n/2)-1 entrées, et son temps
de traversée est proportionnel au logarithme de cette derniére quantité) et du temps de
calcul de I'additionneur (qui peut étre proportionnel au logarithme de n si 1'on utilise
par exemple un additionneur 2 retenue conditionnelle ou un additionneur de type
"Brent-Kung"). On en déduit qu'un tel multiplievr calcule en un temps proportionnel
au logarithme de la taille des opérandes.

4.4.2 Méthode de Dadda.

En 1965, Luiggi Dadda proposa dans [DAD65] une amélioration de la structure
des arbres de Wallace que nous allons étudier a présent. Notre probleéme consiste i
additionner plusieurs termes (les produits partiels), choisissons de représenter ces
termes par le schéma suivant, ot le nombre de points de la colonne j est égal au
nombre de bits de poids 2/ devant étre additionnés,

i) T T
2!

o)
4]

Figure 4.35 Représentation en colonne de produits partiels.

On cherche a réduire la hauteur de ces colonnes lorsque pour toutes les colon-
nes cette hauteur sera rendue inférieure ou égale A deux, un simple additionneur
permettra d'obtenir le résultat recherché. Lorsque nous utilisons une cellule FA pour

additionner 3 bits de poids 2’, nous obtenons ensuite un bit de poids 2 et un bit de

poids 2", Convenons de Teprésenter cette action comme I'indique la figure 4.36.
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bit de retenue de la

représente une / cellule FA
/ cellule FA

von g Y e ey aen
T7T T1

2j+1,.,j 2j+12:1

bit de somme de la

/ cellule FA

.ee

Figure 4.36

De méme, lorsque nous utilisons une cellule HA (voir paragraphe 3.2) pour
additionner 2 bits de poids 23, nous obtenons ensuite un bit de poids 2! et un bit de
poids 2/*1. Nous représenterons cette action comme l'indique Ja figure suivante :

bit de retenue de la

cellule HA
bit de somme de la

/ cellule HA

représente une

Figure 4.37

Si dans le cas représenté par la figure ci-dessous, nous utilisons deux cellules FA
pour additionner les bits de poids 23, une cellule FA et une cellule HA pour addition-
ner les bits de poids 22, et une cellule HA pour additionner les bits de poids 2!

b,

2 m% 2! 2®

mﬁ-—).o

Figure 4.38
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alors, nous obtiendrons ensuite : poids
poids
* le sch
e e
e e o
e o o o
e ® o o o
4 .3 % o0 0
2 2202 2
L
Figure 4.39 |
18 de ce
P . , : . (4=1

II faut réduire & 2 la hauteur des colonnes, et ceci le plus vite possible, et en utili-
sant le moins possible de cellules FA et HA. Les arbres de Wallace sont un premier
exemple de réducteurs pouvant se représenter par un schéma similaire 2 celui que nous
avons adopté. La méthode de Dadda est basée sur 'observation suivante : si un
niveau de cellules FA et HA produit des colonnes de hauteur égale A h, alors il a en
entrée des colonnes dont la hauteur est au plus égale 2|34 / 2|; oii|u| désigne la partie
entiere de u.

Puisque la hauteur des colonnes 2 la fin de la réduction est égale & 2, définissons
une suite (u,) par: I 0O

de cell

Ug = 2, up = 3, l.l2=4, Uy -_-6, Uy =9, Ug = 13, ol = [3“} /2J .

La stratégie de Dadda est la suivante :

® Si h est la hauteur maximale des colonnes du schéma de départ,

utiliser le plus petit nombre de cellules FA et HA qui permette d'obtenir un

schéma dont la colonne la plus élevée est de hauteur u; ; ol u; est le plus grand

terme de la suite (u,) qui soit strictement inférieur a A. O

® Ensuite, jusqu'a obtenir une hauteur de colonnes égale 4 2, & chaque cellule
pas, utiliser le plus petit nombre de cellules FA et HA qui permette d'obtenir un

schéma dont la hauteur de la colonne la plus élevée soit le terme précédent de la

suite.

Exemple 1.

Considérons le cas d'une multiplication de deux nombres de 5 bits, A et B, &
effectuée sans décomposition récursive. On suppose qu'un €tage composé de portes ;
et & calculé tous les termes A;B;, il faut maintenant, 2 l'aide de cellules FA et HA,
additionner tous les termes de méme poids Jjusqu'a ce qu'il y ait au plus 2 termes de
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poids égaux. Nous avons au départ un terme de poids 20 (AyBy), deux termes de
poids 2! (AgB, et A By), trois termes de poids 22, et ainsi de suite. On obtient donc
le schéma suivant :

s
e @ @
e o & & @
e o ¢ 8 8 0o o
s o ¢ 0 & @ & o
Figure 440

La hauteur maximale des colonnes est 5, on va donc utiliser le plus petit nombre
de cellules FA et HA permettant d'obtenir une hauteur maximale égale a 4
(4 = h’[ax Iu, | uj' < 5})

[ ]
e o @
® @ " 9 @
e @ *” o @
a . B @ L] " @ o
Figure 4.41

On obtiendra alors le schéma suivant, pour lequel on utilisera le plus petit nombre
de cellules FA et HA permettant d'obtenir une hauteur maximale égale 4 3 :

Figure 4.42

On obtiendra le schéma suivant, pour lequel on utilisera le plus petit nombre de
cellules FA et HA permettant d'obtenir une hauteur maximale égale a 2

R

Figure 4.43

On obtiendra finalement :

Figure 4.44
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La figure ci-dessous décrit le multiplieur obtenu. 11 y a trois niveaux de cellules
FA et HA, chacun de ces niveaux correspondant 2 une des étapes que nous venons de
décrire. Il va de soi qu'une telle stratégie ne s'applique pas 4 un multiplieur aussi petit
(5 par 5) que celui que nous envisageons ici, et qui ne sert qu'a illustrer la méthode.
La lettre "H" désigne des cellules HA, et la lettre "F” désigne des cellules FA.

ETAGE DE CALCUL DES TERMES A B i
25 27 26 QSL 24 23 22, 1 0

—L,ﬂl

[ ]
(o8]

ADDITIONNEUR
T 171 ] \
2’ 2 2 28 2 2 2 R L
Figure 4.45

La structure obtenue (Figure 4.45) est composée de plusieurs étages (I'étage de
calcul des AiBj, les 3 niveaux de cellules FA et HA correspondant aux diverses étapes
de la méthode de Dadda, I'additionneur). & chaque instant, pour calculer un produit,
un seul de ces étages est actif. Il est donc possible de pipe-liner la multiplication par
une telle structure.

Exemple 2.

Supposons que l'on désire construire un multiplieur de nombres A et B écrits sur
8 bits en numération simple de position. Les figures 4.46 2 4.50 présentent les
différentes étapes de la méthode de Dadda, dans le cas ol on n'effectue pas de
décomposition en sous multiplications (on additionne tous les termes AB).

g
A @:::':.

Figure 4.46 Premiére étape de la méthode de Dadda
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A

Figure 4.47 Deuxieme étape de la méthode de Dadda.

<CRADERLD: -

Figure 4.48 Troisiéme éiape de la méthode de Dadda.

LOACREE0RRS:

Figure 4.49 Quatriéme étape de la méthode de Dadda.

[ ] L] L ] - L ] - - e ® @ e & o L]
e & ® © & & @ e © & & & o @ L ]
Figure 4.50 Derniére de la méthode de Dadda.
Exemple 3.

Cherchons 2 calculer le méme produit de nombres A et B écrits sur 8 bits a l'aide
de sous-multiplieurs 4x4 (petits multiplieurs cellulaires ou tables écrites en mémoire
morte) en utilisant l'algorithme de décomposition 4M :

AO) = 24 A‘ + Ao, avee A] = (AjAﬁASA;O et AU = (A:;AEA]A(J]

A= (ATAG
Bo) = 24 Bl + BO, avec Bl = (BjBﬁBsB_‘) et BO = (BSBQB‘IBG)

B= (B';Bé ven
AB =28 AIB! +2¢ (ABO + AOB1) + AOBO
Supposons que les sous-multiplieurs calculent ACB?, A1BO, AOB! et AIB!. Nous

obtenons alors :

» Pour les poids 20 23, un seul bit par poids.
« Pour les poids 24 & 211, deux bits par poids.
« Pour les poids 212 a 215, un seul bit par poids.
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Ce qui conduit au schéma suivant, qui correspond 2 l'architecture de la figure

o BeRR.

Figure 4.51

Stenzel, dans [STE77], et Gajski dans [GAJ80] ont généralisé les approches de
Wallace et Dadda.

les structures arborescentes obtenues 2 partir des schémas de Wallace et de Dadda
sont trés difficiles A implanter car elles conduisent 2 des circuits trés irréguliers.
Plusieurs solutions ont été proposées pour résoudre ce probleéme, il est par exemple
possible d'wtiliser plusieurs fois un petit arbre de Wallace rebouclé sur lui-méme (voir
[AEGP67]). Nous allons maintenant étudier une autre approche, due & Luk et Vuil-
lemin, qui permet d'obtenir des structures plus régulieres et susceptibles d'étre des-
sinées automatiquement par un ordinateur,

4.4.3 Multiplieurs totalement récursifs de Luk et Vuillemin.

Wing Kin Luk et Jean Vuillemin ([LUK81], [LUK83] et [LV83]) ont étudi€ une
classe de multiplieurs totalement récursifs (le terme le plus approprié pour les quali-
fier serait celui de "fractals”, puisque comme dans le cas des ensembles de Benoit
Mendelbrodt, si on agrandit une partie convenablement choisie de ces multiplieurs, on
retrouve une structure semblable a leur structure globale). On pourrait croire que le
choix de telles structures découle d'une lubie de matheux frustré : en fait cette "straté-
gie totalement récursive” revét d'immenses avantages si l'on cherche a dessiner auto-
matiquement (au moins partiellement) des multiplieurs car elle se préte particulidre-
ment bien A une programmation elle aussi récursive d'algorithmes de dessin. De plus,
les multiplieurs de Luk et Vuillemin ont l'avantage, sur ceux utilisant les arbres de
Wallace ou la méthode de Dadda, de conduire 2 des interconnexions réguliéres
(et donc susceptibles d'étre implantées facilement sur un circuit intégré), et i une
structure modulaire, donc facilement extensible pour de grandes multiplications.
Ces multiplieurs calculent un produit en temps logarithmique, et peuvent étre pipe-
linés.
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Dans [LV83], Luk et Vuillemin décrivent des multiplieurs récursifs basés sur les
décompositions 2M, 3M et 4M. Si nous appelons 4M(n) un multiplieur n bits utilisant
la décomposition 4M, un schéma possible pour 4M(n) est présenté figure 4.52. Les
it effectuées en notation a retenue conservée (carry save, voir

additions sor
st converti en numération simple

chapitre 2), et le résultat final sortant du multiplieur e
de position a l'aide d'un additionneur rapide (additionneur de Brent et Kung ou
additionneur de type CLA par exemple).

Données

réseau de distribution des données -—

m ™ [ am® | &) |
2 2 2 2

résecau de routage

Additionneur

4 réseau de distribution des résultats

Résultats
Figure 4.52 Un multiplieur 4M (n) [LUKS83].

De méme, la figure 4.53 présente un multiplieur 3M(n).

Données
réseau de distribution des données -

Additicnneur

n n n
M (— IM (— IM (—
(2) (2) (2]

réseau de routage

Additonneur

o ——— réseau de distribution des résultats
Résultats
Figure 4.53 Un multiplieur 3M (n) [LUKS83].
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11 faut bien comprendre que grice A la récursivité, ces schémas suffisent 2 définir
3M(n) et 4M(n), pour peu que l'on décrive entiérement de petits multiplieurs de base
3M(p) et 4M(p), ou p est un petit entier. Ces petits multiplieurs de base peuvent étre
par exemple des portes e (multiplieurs 1x1) ou des tables écrites en mémoire morte,
Dans [LV83], Luk et Vuillemin montrent que la décomposition 2M est la plus
intéressante, et proposent pour cette demiére une implantation sous forme de tableau
de convolueurs de bits.

4.5 MULTIPLIEURS SERIE "POIDS FAIBLES D'ABORD".

Jusqu'a présent, nous avons supposé que tous les bits des opérandes A et B que
nous désirions multiplier étaient disponibles au méme instant. Si maintenant nous
supposons que ces bits sont amenés en série, 'un aprés l'autre, en commengant par
les poids faibles, nous pouvons nous demander s'il n'est pas possible de commencer
a calculer dés l'arrivée des premiéres données, sans attendre d'avoir obtenu tous les
bits des opérandes. En 1979, Chen et Willoner, ont proposé dans [CW79] un type de
multiplieur dont les entrées et les sorties s'effectuent en série. Ceci est tout particu-
lierement intéressant, tout d'abord parce qu'on peut se contenter de chemins de
données d'un bit, ce qui réduit considérablement la complexité des circuits ayant un
gros réseau d'interconnexion (les circuits de transformée de Fourier rapide par exem-
ple), ensuite parce qu'on peut alors envisager de pipe-liner I'évaluation d'expressions
arithmétiques. Le multiplieur de Chen et Willoner ne permet de traiter que des
opérandes écrites en numération simple de position (ou en notation "signe-valeur
absolue”). Par la suite, plusieurs auteurs ont proposé des solutions permettant de
traiter des opérandes écrites en complément 3 deux ((GNAS83|, [RS86]). Nous
décrirons ici uniquement la solution de Chen et Willoner, et nous renvoyons le lecteur
a la bibliographie de ce chapitre pour une étude plus détaillée.

Supposons que nous désirions calculer le produit P = (P, 1Py, 5 ... Pg)y de
deux entiers A = (A, A2 ... Ag)2 et B=(B, B, ... Bg), notés en numé-
ration simple de position sur n bits,

Adoptons comme unité de temps 1'écart entre deux arrivées successives de
données, et supposons qu'au temps i, le multiplieur regoit A; et B;. Les bitsde A et B
entrent donc dans le multiplieur en commengant par les poids faibles. Il est possible de
concevoir des multiplieurs série recevant leurs données a partir des poids forts (voir
paragraphe 4.6), mais il faut alors travailler dans un syst¢me redondant d'écriture des
nombres. Il n'est pas difficile de réaliser que pour tout k, P, ne dépend que des
valeurs A, et B;d'indice j inférieur ou égal a k, et qu'il dépend de toutes ces valeurs.

Aussi, le mieux que puisse faire notre multiplieur est de fournir au temps i la valeur
de P, ;. C'est ce que nous allons essayer de faire (voir figure ci-dessous).
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An Aya AiHAi ‘ _)
Multiplicur A AL, A, A,
Bn-l Eh-z BH-! Bi \

Figure 4.54 E ntrées-sorties du multipliewr de Chen-Willoner au temps i

Notons 7l Ie produit de (AgAk.1 - Ag) par (ByBy.y - Bo) et cherchons a
éablir une relation de récurrence entre k1) gr nlk2), 11 vient de fagon tout a fait
triviale :

2D = (A .- Ag) Byt - Bo)
= (A28 + (Agg - A0 (By.; --- Bo)
= A 251 By - Bo) ¥ (A - Ag) (B 25! + (Byg - By))
= A28 By - Bo) ¥ B, 2X1 (A - Ao) * k-2

(Attention : la formule n'est pas totalement symétrique en A et en B)

Puisque le produit P que nous désirons évaluer est égal & 7™, cette formule de
récurrence peut nous permetore de le calculer, en utilisant la relation de départ :

70 = AgBg

Une remarque des plus importantes §'impose : puisque, comme nous l'avons vu
précédemment, les bits de poids inférieurs ou ¢gaux a k dun produit ne dépendent
que des bits de poids inférieurs ou égaux 2 k des facteurs, les k premiers bits de A

coincident avec les k prenuers bits de P.
Le multiplieur que nous allons étudier sera essenticllement constitué de 2a modu-

les i cing entrées €t trois sorties, les sorties n'étant rien d'autre que les bits de
l'écriture en numération simple de position du nombre d'entrées ¢gales a "1". Ces
modules, appelés comptenrs (5,3) par Dadda ([DAD®63]), sont des arbres de Wallace
3 5 entrées. Nous numeroterons ces modules de 0 a 2n-1. Les entrées du module j au
temps i (i 2 0) seront dénommées Ai,j), B, Cy(-1.j-1) C,(i-1,j-2) et S (i-1,)), et
les sorties de ce module seront les quantités :

o sortic de poids le plus faible : S (i.))
e sortie de poids intermédiaire :  C; (L))
o sortie de poids le plus fort : C, (L))

nous aurons donc :

aC, (,j) +2G i) +S G.J)
Z A Gjj) +B () + C-Lj-D + Cy(i-1,-2) + S (-1
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La figure suivante présente les entrées et sorties du module j au temps 1.
A (i) B(G.)

Ca(i-1,j-2)
/ C1G-14-1)

F S (i-1,j)

module j

A (i)+B () +C2 (-1j-2)

'Y +C,(-1j-1)+S (-1,
C, (i)

Ci (i) i =4 Cy(i,))+ 2C1G.) + S (i)
S (i.p)
Figure 4.55 Entréesisorties du module j au temps i ([CW79], ©IEEE 1979)

Si nous posons :
11 < 1 3
BiAj-i sii€j<2i

0 sinon

AB sii<js2

A Gie B (i
(L)) { (1'1){ 0 sinon

alors la donnée des valeurs initiales :

C, (i,0)=0
C, (iL,0)=C, (,1)=0
S¢-1j)=C; (-Lp=C; (-L,)=0

permet de caractériser la suite des S (i,j). La figure 4.56 montre l'agencement des

modules permettant ce calcul.

A@G3) BG3) AG2 BG2) AGD B (,1) A (,0) B (i,0)

N \ # Sl
0
N _
module 3 module 2 module 1

S (i,3) $ (1,2) S 3,1 S (1,0)
Figure 4.56 Le multiplieur de Chen - Willoner ({CW79], © IEEE 1979)
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La figure 4.57 montre les termes accumulés par les quatre premiers modules lors

des quatre premiers tops de temps.

module
3 2 1 0
. o — = — AoBy
1 — AB AyB » A By
2 |A B AB| A, ARy
3 |A,B,. A,B
L
P, P, P, Py

Figure 4.57 Termes accumulés par les 4 premiers modules.

Notons K la quantité égale a [S(i.2n-1) , 8(,20-2) , ..., SG,1) , SG,0),, ce

qui revient a conférer un poids 2 aux bits du module j. Les premiers termes de la suite

K% sont :
KD = (0000 ... 0)
K@ = (0000 ... 0 [AgBol)

Si 'on observe attentivement le schéma présenté ci-dessus, les termes C, G et
C, (i,j) ne sont que des reports de retenue destinés a transférer les bits de poids 2 de
la sortie des modules j-1 et j-2 vers le module j. En fait, au temps 1, on amorce
raddition 2 K01 des quantités a(i) = (A (i,2n-1), A (i2n-2), ... ,A a,n, A 1,00
et pi)=(B (i,2n-1), B G,2n-2), ..., B (i,1), B (i,0).

Cherchons 2 évaluer une de ces deux quantités, par exemple o (i). De la
définition des termes A(i,j), il découle que ai) est égal 2 B;. 8 (i), ol S (i) vaut

(000...0A A, ..A,000..0)
N bitde poids i
bit de poids 2i-1
on en déduit donc:a ()= B;.2 . (A 1Az ... Ag). De méme, on obtient
aiSéant: B (i) = Ai - 21 . (BiBi-l cia Bﬂ)

termes ajoutés 2 K1) en vue d'obtenir K sont

Qu'observons-nous 7 Les
-1) pour obtenir n(i). Donc par récurrence,

exactement les mémes que ceux ajoutés a xl
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K® = g®, Donc, puisque (voir plus haut), les i premiers bits de 7t coincident avec
les i premiers bits de P, notre schéma de circuit permet, au temps i, d'avoir Py =S
(i.,k) pour tout k inférieur a i. Donc @ chaque top de temps, on fournit un nouveau bit
du produit P, ce qu'il fallait montrer.

4.6 MULTIPLIEURS "EN LIGNE",

Les opérateurs série présentent l'avantage de nécessiter moins de surface de
circuit pour les connexions que les autres; ils permettent de surcroit de pipe-liner
facilement une suite d'opérations arithmétiques. Cependant, il est évident qu'on ne
peut bénéficier de ce dernier avantage que si dans tous les opérateurs utilisés, les
chiffres circulent dans le méme sens.

Or il est impossible d'effectuer des divisions en faisant circuler les chiffres des
poids faibles vers les poids forts : il s'avére donc nécessaire d'étudier des algorithmes
"en ligne” (on line dans la littérature anglo-saxonne : cette appellation n'est pas tres
heureuse, mais elle s'est peu & peu imposée), c'est-a-dire des algorithmes adaptés a
une circulation en série des chiffres, en commencant par les poids forts, et ceci pour
toutes les opérations arithmétiques.

1l existe un autre argument en faveur de la circulation sériec en commengant par les
poids forts : le produit de deux nombres qui s'écrivent sur n chiffres s'écrit sur 2n
chiffres; or lorsque on implante une arithmétique réelle et non plus entiére, lors d'un
produit de deux nombres de n chiffres, seuls les n chiffres de poids fort du résultat
nous intéressent, et il est donc préférable que ceux-ci soient disponibles en premier.

11 est important de remarquer que, puisque les retenues, elles, se propagent des
poids faibles vers les poids forts, il est nécessaire de travailler dans un systéme de
notation des nombres pour lequel il n'y ait pas de propagations de retenues : nous
utiliserons des systémes redondants d'Avizienis (voir chapitre 2).

En 1977, Ercegovac et Trivedi ont présenté dans [ET77] des algorithmes en ligne
de multiplication et de division. Depuis, de nombreuses études ont €té consacrées a ce
sujet (voir entre autres [ERCS84], {I077] et [EL77]). Nous présenterons ici
l'algorithme de multiplication d'Ercegovac et Trivedi.

Nous supposerons que nous travaillons en base B, avec B est supérieur ou €gal
3, afin de pouvoir effectuer des additions en parallele a l'aide de l'algorithme
d'Avizienis décrit au chapitre 2.

Nos opérandes s'écriront :

n-1 ;

1

X = (Xp.1Xp2 - X0) = X, X;B
i=0

i
Y = (Yn-1¥n2 -+ Yo) = IZ yiB

Mult

et le

il vi

pn-
relat

de '
CcOoiny
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et leur produit sera P = (Py, {Pon 2 .. Po).

n-1
X® = (x_, e xp) = kaiB"k

1=

Notons e
k i-
|y - (Yoq o ¥ = 2 yB™

i=k

p) _ @y (0

x® = px® 4 Xi-1
il vient : et nous obtenons par conséquent :

(k-1 k)
Y& = BY® 4y,

®  PEV =B 4 Y&V 4 By, X®.

L'algorithme d'Ercegovac et Trivedi consiste a calculer de proche en proche
pin-2) pin-3) p4) P® =P A partir de pl-D) = Xq.1¥n.1 €0 utilisant la
relation (R). Les additions se font de manigre totalement parallgle grice a l'utilisation
de l'algorithme d'Avizienis. On peut montrer que les j premiers chiffres de pin-1-)
coincident avec les j premiers chiffres d'une écriture de P.
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