5. Algorithmes de division.

La division est, on s'en serait douté, la plus difficile et la plus longue & exécuter
des quatre opérations arithmétiques de base. Elle est heureusement la moins
employée : dans [GZ81], Gosling et Zurawski estiment que dans la plupart des
applications courantes scientifiques ou de gestion, les divisions sont au moins dix fois
moins fréquentes que les additions/soustractions ou les multiplications.

De méme que pour I'addition et la multiplication, les algorithmes les plus simples
et les moins cofiteux en surface de circuit — mais aussi, hélas, les plus lents -
s'obtiennent en transcrivant directement la méthode que nous utilisons lorsque nous
effectuons les calculs "a la main”.

Il y a principalement trois classes d'algorithmes de division, que nous
présenterons successivement : tout d'abord ceux utilisant des additions/soustractions
et des décalages, ensuite ceux basés sur l'utilisation — tout comme pour la multiplica-
tion — de réseaux cellulaires, et finalement ceux qui font appel 3 des méthodes
itératives et a l'utilisation de multiplieurs rapides, comme par exemple la méthode de
Newton (itération x,,; =X, (2 — axy) ).

Lorsque I'on effectue des divisions, il est commode voire nécessaire (il suffit
pour s'en convaincre de regarder de pres les algorithmes que nous allons bientdt
présenter) de pouvoir représenter des nombres négatifs. Par conséquent, nous ne
pourrons pas travailler en numération simple de position, et si le contraire n'est pas
spécifié, nous supposons que nos opérandes sont écrites en complément d la base.
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5.1 DIVISION PAR ADDITIONS, SOUSTRACTIONS ET DECALAGES.

Supposons gue nous travaillions en base B (en pratique, nous reviendrons vite &
B=2), et que nous désirions calculer un quotient x/y, ol y sera choisi positif (pour
simplifier la présentation des al gorithmes : le lecteur pourra sans difficulté traiter le cas
y<0), et supérieur strictement a /x/, afin que x/y soit compris entre -1 et 1.

Examinons tout de suite un exemple : "posons” la division de x = 342 pary =

1270 comme si nous l'exécutions "4 la main".

(0

:—-) X =X N
1270 y

3420 xD

,?_S(nl_——’ L
1500 26929.. fal

3700 1270

. L q

11600 3
ql

(i+1) (i)
x = 10x - q,.¥

Figure 5.1 Une division effectuée "a la main”.

Notons x(® = x. Nous avons trouvé un entier g, pris dans {0, 1, ..., 9} (ici,

q; = 1) tel que x(D) = 10x(® — q,y reste positif et inférieur strictement & y. De

maniére générale, a la itme étape, nous cherchons un entier g;,; € {0, L, ... 9} tel que
X6+ = 10x® — g,y reste positif et inférieur strictemment & y. Dans ce qui suit, nous
allons essayer d'étudier des méthodes semblables, avec d'autres bases de numération
et des termes q; pouvant prendre des valeurs différentes, toutes basées sur des
itérations de la forme :
x©@ =x
xi1) = Bx® — g1y

ot Q4 (pris entre O et B-1 si on désire un quotient en numération simple de position,
pris entre —B+1 et B-1 si on désire un résultat en "chiffres signés") est choisi tel que

x| reste inférieur 2 y. On obtiendra alors :

x('=Bx —qy
x2 =B2x - (B +q2) ¥

et par récurrence 1 x(™ = B™ x—(q;B™ + @B 2+ .+ qm) Y
(m)
B i

: . -1 -2 -m X
ce qui nous donnera: ;B " + QB +...+q, B = £ v
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Les chiffres qy, q;, 43, ... constituent donc une écriture (en numération simple de
position ou en "chiffres signés") de x/y. 11y a plusieurs fagons de choisir des chiffres
q; répondant aux exigences ci-dessus. Ces différentes fagons peuvent s'illustrer par
des diagrammes dits Diagrammes de Robertson, présentant les différentes valeurs
que peut prendre xU*D en fonction de xU. Examinons par exemnple les diagrammes ci-
dessous (figure 5.2 en base 2, figure 5.3 en base 4 ). Tout comme dans les chapitres
précédents, les entiers négatifs sont notés i l'aide d'une barre (-2 s'écrit 2).

(j+1)
X

qu-I=T

9,=0 q,,=1

|

——————— valeur de x

&
3 e

(j+1)

oy o)

/ s valeur de x0

Q. FIe—— ——9,7 ' _
J+I‘;j+1= o, —D%at?
q...=1 P ¢ * Q0= 3
]+]q = 1

Figure 5.3 Les différentes possibilités de choix de g€t X* en base 4.
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La figure 5.2 présente les différentes possibilités de choix de qj,; en base 2 :

osi x <~ y/2,il faut choisirq;, = 1

osi— y/2<xY <0, o0n peut choisir Qj+1 =1 ou gy =0
esi x9 =0, 0on peut choisir gj;1=1 ou g =00u qy =1
esi0<xV <+ y/2, on peut choisir qj,; =0 ou ¢y =1

U

e six”’ >+ y/2,il faut choisir gj,, =1

11 y a donc une certaine latitude dans le choix de qj,;. Cette latitude pourra étre
exploitée dans certains cas, car elle permettra :

— soit de choisir g;,, en n'examinant qu'un petit nombre de bits de x?, ce
qui accélerera le traitement et réduira le matériel nécessaire (c'est par exemple le cas de
la division SRT, que nous ¢étudierons ultérieurement).

~ soit de choisir qj,; avant méme d'avoir fini de calculer x9, Clest le
principe de base des diviseurs "série" et du diviseur cellulaire de Hamacher et
Williams.

Cependant, en général, on ne profitera pas de cette latitude de choix, et on
imposera une valeur unique de q;,; pour chaque valeur de x4, Les algorithmes
classiques de division peuvent se représenter par un diagramme de Robertson obtenu
en "tronquant” les diagrammes ci-dessus (Figures 5.2 et 5.3). Nous allens étudier les
plus connus d'entre eux.

5.1.1 La division restaurante.

Les figures 5.4 et 5.5 présentent les diagrammes de Robertson de la division
classique (en base 2 pour la figure 5.4, et en base 4 pour la figure 5.5). L'algorithme
correspondant est appelé division restaurante.

x0+D

-~

j+1=0

+y / q;.,=1
AN

-y S 4y

XU}

=¥

Figure 5.4 Diagramme de Robertson de la division restaurante en base 2
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1 5y
x(]+ ) Q1= 1 _
j+1
q. 3
j+1
id [d [d _I
€
()]
X
-y +y
=

Figure 5.5 Diagramme de Robertson de la division restaurante en base 4

La figure 5.4, par exemple, correspond au choix suivant :

W < y/2, on choisit g,y =0 et x

(j+1) = 2)((]) —y

osix (1) _ 9@

osix® > y/2, on choisit qj,; = 1 et x

La figure 5.5, elle, correspond au choix :

G+ _ O _

esiy< u? < 2y, on choisitq;,; = letx y

ssiy< u? < 2y, on choisit q;,q = 1 et x0D = @ _ y

esi x? < y/4, on choisit Qjs =0et k0D = 4x®

- ) ci oo G+ _ 4.0
y/4 £ x’ < y/2, on choisit g;,, = 1 et X =4x y

esiy/2 < x? < 3y/4, on choisit gj,; = 2 et xUD) = 4x@ _ 2y
osi3y/4 < x, on choisit gjs = 3 et x0T = 450 3y

En pratique, il est plus commode, plutdt que de comparer x0) aux quantités y/4,
y/2 et 3y/4, de calculer u® = 4xY, et de le comparer 2y, 2y et 3y.

De maniére générale, en base B, la division restaurante correspond aux choix

suivants :
eOn pose o = Bx¥
esiu” <y, on choisit g;,.y = 0 et X0 = @)
esiy< v < 2y, on choisit gj«p = let xUD = 0 y

osi2y < u'¥ 2 et xU) = y®_ 2y

< 3y, on choisit g,

)

es5i(B - 1)y < u®, on choisit Qj;1 =B-let k0D = 4@ _ (B - by

O o o~

L = T w T S

re.

Té!
lig



imes de division

¢ en base 4

aux quantités y/4,

respond aux choix

1

Division par additions, soustractions et décalages 145

Si on dispose comme primitives de /a multiplication par B (nous verrons bientdt
que méme en "complément A la base" une telle opération se fait par un simple
décalage) et de I'addition/soustraction, alors la division restaurante peut se décrire
comme suit.

Division restaurante (base B).
(* dividende x, diviseur y, quotient q. On suppose 0 <x <y .
G =(q, ... q,)p est rendu en numération simple de position *)
pour i := 1 jusqu'a n faire
début
X « Xx*B;

qi « 0;
tant que x > O faire
début
XX -V
q; e g+ 1
fin
si x <Oalors
début
X ¢ X + V;
q; < q;— 1
fin

fin,
En base 2, cet algorithme se simplifie considérablement, et devient :

Division restaurante, base 2.
pour i := 1 jusqu'a n faire
début
X — X *2;
X X—YV; ™)
si x20 alors g; « 1

sinon P
début

X & X+Yy (%)
fin
fin.

Un rapide examen cet algorithme nous permet de voir d'od vient le terme
restaurante : une soustraction est effectuée a la ligne (*), et suivant le résultat, soit le
résultat obtenu est conservé, soit on restaure l'ancienne valeur de la variable x a la
ligne (**). 1 y a plusieurs fagons d'implanter cet algorithme : on peut suivre exac-
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tement le canevas décrit ci-dessus et effectuer réellement une addition pour retrouver
l'ancienne valeur de x, on peut également mémoriser dans un registre la valeur de cette
variable avant d'effectuer la soustraction de la ligne (*), et remplacer la ligne (**) par
une lecture dans ce registre.

Exemple.

Supposons que nous travaillions en notation "signe — valeur absolue” en base 2,
et considérons la division de x = (0101), = (5);p par y = (1101); = (13),o. Nous
obtenons les valeurs des termes x et g; présentées ci-dessous.

i xfi) 2 @ wa- g | Gl x(i+1)
0 0101 1010 -0011 4] 1010
1 1010 10100 0111 1 0111
2 0111 1110 0001 1 0001
3 0001 0010 -1011 0 0010
4 0010 0100 -1001 U] 0100

Figure 5.6 Division restaurante de 5 par 13 en base 2.

On peut visualiser de maniére commode les itérations de la variable x) sur un
diagramme de Robertson. La figure 5.7 présente la visualisation associ€e a la méme
division (quotient de 5 par 13).

G+D) qj*_l—-O
X

Y ¢ 8y

B ..-------.‘.----."_

-

(0 2 1
0 X! } x( ) }(( ] +y

Figure 5.7 Division restaurante de 5 par 13 en base 2.
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§.1.2 La division non restaurante.

Le terme de division non restaurante peut difficilement étre évité, car il s'est
imposé dans toute la littérature consacrée a la division. Il est toutefois ambigii car si
littéralement il désigne tout ce qui n'est pas "division restaurante” (et certains dont
Scott [SCO85] utilisent ce terme ainsi), la plupart l'utilisent pour désigner un certain
type de division, ou plus exactement certains types, car leurs définitions ne coincident
qu'en base 2. [l m'a donc fallu faire un choix, mais le lecteur devra faire attention
lorsqu'il parcourera les articles et livres cités en bibliographie, car ce méme terme
désigne parfois des choses trés différentes. L'algorithme que nous allons €étudier
fournit un résultat en notation de type "chiffres signés” : si I'on travaille en base B, les
chiffres du quotient seront compris entre -B+1 et B-1. Les figures 5.8 et 5.9 présen-
tent les diagrammes de Robertson associés a cet algorithme pour les bases 2 et 4.

- g+
q.,,=1 X

]+

=1

» j+1

+y ‘L

)]
X

3

Fig 5.8 Diagramme de robertson de la division non restaurante en base 2.

qj+]=i\ Y
= +
q]fl:Z I> 4

i

Fig 5.9 Diagramme de roberison de la division non restaurante en base 4.
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Si on se donne comme primitives 1'addition/soustraction et la multiplication par la
base de numération B utilisée, la division non restaurante peut se décrire comme suit.

Division non restaurante.

(* dividende x, diviseur y, quotient q. [x/ <.

q = (qy ...q,) est rendu en “chiffres signés” avec des chiffres pris dans
{-B+1,-B+2,..., B-2,B-1 } *)

pour i :=1 jusqu'a n faire

début
X &« X*B
q; « 0

si x 20 alors
tant que (x=0) et (q;<B-1) faire

début
X & X -y;
gi ¢ q; + 1
fin
sinon tant que (x <0) et (q;>1-B) faire
début
X X +y
qie qi—- 1
fin

fin.

Tout comme dans le cas de la division restaurante, en base 2, cet algorithme se
simplifie considérablement et devient :

Division non restaurante, base 2.

pour i:= 1 jusqu'a n faire

début
X & x*2
si (x=0)alors
début
X ¢ X-Y;
q; & 1
fin
sinon
début
X & X+y,;

g e 1
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Une remarque s'impose : si nous pouvions travailler en numération usuelle de
position — ce qui est hélas impossible puisqu'il nous faut représenter des nombres
négatifs —, les affectations "x « x*B" s'effectueraient par un simple décalage vers
les poids forts des chiffres de la représentation de x. Qu'en est-il en complément i la
base ? Par construction des algorithmes les termes xU) sont toujours inférieurs a y,
par conséquent, aprés exécution de "x « x*B", Ixl est toujours inférieur a By.
Donc, si on choisit une représentation en complément a la base permettant d'écrire
By :

@ si x est positif, puisque les écritures en complément 4 B et en numération
simple de position de x et x*B coincident, effectuer un décalage d'une position vers
les poids forts de la représentation de x est rigoureusement équivalent a effectuer
"X ¢~ x*B",

® si x est négatif, son écriture en complément a B coincide avec l'écriture en
numération simple de position de B™+x (ou m-1 est le poids du chiffre de poids fort

de 1a représentation adoptée). Si l'on décale cette écriture d'une position vers les poids
forts, on obtient un nombre (interprété en numération simple de position) congru

modulo B™ a B™" + B*x. Puisque B*x est représentable en complément 3 B dans

notre écriture, on obtient en fait B™ + B*x, ce que l'on désirait.

Conclusion : En complément & la base, on peut remplacer sans probléme les
affectations "x « x*B" par des décalages d'une position vers les poids forts du mot
représentant la quantité x.

En base 2, on peut méme gagner un bit sur I'écriture des nombres, en supposant
seulement que la représentation en complément a 2 utilisée permet d'écrire y (et non
plus 2y). En effet, supposons que dans une telle représentation on ait :

n-2
- - n-1 i
X = (X Xy g e Xplz ==X 20 + ,20’%2
=

Appelons dec(x) le nombre obtenu en décalant I'écriture de x d'une position vers

les poids forts, il vient :
n-3

dec (x) = (X, X 5 ... Xg)3 = - X ;2" + 2 %2

i=0
on en déduit que 2x-dec (x) estégal a - x_ 2" + Z.xn_22“'1 =[x, - x, 1] 2"
Donc dec (x) est congru a 2x modulo 2". Par conséquent, lors de I'éxécution des

algorithmes de division restaurante et non restaurante, dec (x®) - i,y estcongru

modulo 2" a 2x@ — Qj«1Y- On en déduit, puisque 2x@ _ Q;+1Y €st par construction

représentable en complément a 2, que dec (x®) - Qi+1y estégala 2xW Qi+1Y. On
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peut donc lors de I'éxécution de ces algorithmes remplacer la multiplication par 2 par
un décalage (N.B. dans le cas de la division non restaurante, pour décider des valeurs
Q;, des chiffres du quotient, il convient de lire le signe des restes partiels x avant
de les décaler).

Implantation de la division non restaurante.

Nous allons étudier une petite architecture, semblable 2 celle de la figure 4.1,
permettant d'exécuter 'algorithme de division non restaurante en base 2. Supposons
que nos opérandes soient écrites en complément & 2 sur n bits, et que nous désirions
calculer les p premiers chiffres du quotient (p peut éire supérieur ou inférieur a n).
L'architecture présentée ici (figure 5.10) comporte un additionneur/soustracteur de
variables écrites sur n bits en complément & 2, qui fournit un résultat écrit lui aussi sur
n bits (on rappelle qu'en complément a 2, la retenue sortante est ignorée), deux
registres M et ACR de n bits, et un registre ACQ de p bits pour mémoriser le quotient
(les chiffres du quotient ne pouvant prendre que deux valeurs —1 et 1— il suffit d'un bit
pour mémoriser chacun d'eux). Nous supposerons que nous disposons d'une
instruction DEC qui permet d'effectuer un décalage global d'une position vers les
poids forts de l'ensemble (ACQ,ACR) considéré comme un seul registre, et d'une
instruction ADD qui effectue les opérations suivantes :

e si le bit de poids faible de ACQ vaut 1, additionner ACR et M, et placer le
résultat dans ACR.

e si le bit de poids faible de ACQ vaut 0, soustraire M de ACR, et placer le
résultat dans ACR.

On supposera également que l'on dispose d'un compteur C qui peut étre
décrémenté.

< 1 > € 4 - € ! >
M | ACQ %—{ ACR |
A n //l An
Additionneur/soustracteur | wn;ragf);r ifton
(complément 2 2) 0 pour soustraction
nA

Figure 5.10 Une architecture de division non restaurante en base 2,
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L 'algorithme suivant calcule les p premiers bits du quotient dexpary:

début
placer x dans ACR
placer y dans M
Cep
tant que C > 0 faire
début
DEC
ADD
décrémenter C
fin
fin.

Apres exécution de cet algorithme, le quotient est mémorisé dans le registre ACQ,
et codé comme suit : le chiffre T est représenté par 1, et le chiffre 1 est représenté par

Z€r0.

Exemple.
Supposons que nous désirions obtenir sur 6 bits le quotient de (1101); = -3 par
(0101); = 5. La figure 5.11 présente le contenu des registres ACQ et ACR au cours

du calcul.

cape. | oo ACQ g | comensde ACR | caey 0 ACK
28NN\
1 000001 + 1010 1111
3 000110 i 01112 0001
B  “® AN

Figure 5.11 Exemple d'exécution.

Le résultat final se lit dans le registre ACQ : la chaine de chiffres (110011)
représente les six premiers chiffres du quotient 0.TT111T1111... == 0.6 =~ 3/5.
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Les deux types de division que nous venons d'étudier (divisions restaurante et D
non restaurante) sont les plus classiques. Il est toutefois fort possible de construire, 2 x( et
l'aide des diagrammes de Robertson, d'autres algorithmes de division. Par exemple, travail
le diagramme de la figure 5.12 nous donne une nouvelle méthode de division en base décala;
2 (elle est quelque peu fantaisiste, mais elle fournit un résultat correct) : P
produi
qj+1=0qj+1= 1 signe ¢
Ay = i LD additio
| ‘ I !
+y L lorsque
lors de:
opérate
i cherche
+y G
..y§ —¥x L'
ZE y, mai!
) bits (a
P que si
conséc
- L .. décalag
Figure 5.12 Une division fantaisiste
lorsque
Si on utilise un algorithme fournissant des résultats en "chiffres signés™ (par nombre
exemple l'algorithme de division non restaurante), il faudra reconvertir le quotient parlas
obtenu en complément i la base. Ceci pourra s'effectuer par le biais d'une simple
soustraction (on convertit (111111), en soustrayant (0110011)3 de (0001100)3).
5.1.3 La division SRT. L'a
; o . ) , . fonctio
L'algorithme de division SRT (il s'agit en fait d'une classe d'algorithmes, méme
si ici nous n'en présenterons qu'un seul) doit son nom aux initiales de ses trois
inventeurs, D.W. Sweeney, J.E. Robertson ((ROB58], [ROB70]) et K.D. Tocher
((TOC58]), qui semblent I'avoir découvert indépendamment a la méme époque, vers
la fin des années 50. Nous nous limiterons ici au cas ol la base de numération
employée est 2, bien qu'une généralisation soit possible. Avant de présenter cet
algorithme, cherchons a cerner les avantages et inconvénients respectifs de la division
restaurante et de la division non restaurante. Chaque itération de ces algorithmes (ce
sera encore le cas de la division SRT) peut s¢ décomposer en deux étapes : On
1) Choix du nouveau chiffre q;,; du quotient L 2%
i1 U4 : désir€,

2) Calcul de x0+D =2xW - q. vy,
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Dans le cas de la division restaurante, I'étape 1 nécessite une comparaison entre
x® et y, elle est donc assez complexe. Par contre, une fois sur deux en moyenne (on
travaille en base 2) q;,; sera nul et l'étape 2 ne nécessitera alors qu'un simple
décalage.

Par contre, dans le cas de la division non restaurante, c'est le contraire qui se
produit : 1'étape 1 s'effectue de manigre absolument triviale (q;, ne dépend que du
signe de x™), par contre puisque g;,; n'est jamais nul, on doit toujours effectuer une
addition ou une soustraction i l'étape 2.

Il est honnéte de préciser que ces considérations sur I'économie d'une opération
lorsque q;,, est nul sont de moins en moins au goiit du jour : comme nous l'avons dit
lors des chapitres consacrés a l'addition et a la multiplication, lorsque l'on congoit des
opérateurs arithmétiques de base, ce n'est pas le temps moyen de calcul qu'il faut
chercher & minimiser, mais le pire temps.

L'idée fondamentale de la division SRT est de comparer les itérés x non plus 2
y, mais & une ou plusieurs constantes, qui s'écrivent sur un petit nombre de
bits (afin d'accélérer les comparaisons). On ne pourra faire ceci de maniére efficace
que si y est supposé normalisé, c'est-a-dire compris entre deux puissances
consécutives de 2 fixées i l'avance. En pratique, on se rameéne a un tel cas par des
décalages. Cette exigence de normalisation de y n'est en fait pas trés contraignante
lorsque 1'on travaille en virgule flottante, car dans ce cas, x et y sont des mantisses de
nombres écrits dans cette notation, et sont donc déja normalisés. Nous supposerons
par la suite :

1/2<y<1

I x I<y

L'algorithme de division SRT réside dans le choix suivant de q;,, et x{*D en
fonction de x® :

ou® = 2xW
esiu’ <. 1/2 alors Qi = 1 et K _ o y

esi- 1/2<u” <+ 12alors q;,; =0 et x5 =y
() _ O

osi 1/2 < u'” alors Qe =l et x u’ -y

On peut montrer facilement par récurrence que ce choix nous assure que pour tout

i, 1 X | est inférieur a y. Par conséquent I'algorithme nous fournit bien le quotient
désiré, en notation de type "chiffres signés". La figure 5.13 nous présente le
diagramme de Robertson de la division SRT pour une valeur de y environ égale 4 0.7.
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£ *1)

Figure 5.13 Diagramme de Robertson de la division SRT (base 2,y =0.7).

Le grand avantage de la division SRT réside dans la facilité du choix de g, 2
l'étape i, puisqu'une simple comparaison a *1/2 suffit, comparaison qui peut
s'effectuer en n'examinant que les deux premiers bits de l'écriture de x en complément
2. De plus, la division SRT fait apparaitre des zéros dans 1'écriture du quotient, ce
qui évite des opérations arithmétiques lors du calcul de x(+D en fonction de x(). Des
études statistiques ont été faites pour essayer d'évaluer la proportion moyenne de
zéros créés, mais comme nous l'avons dit précédemment, ce genre de considération
tend a devenir de plus en plus obsoléte, dans la mesure ot il est bien plus cohérent de
chercher & minimiser le pire temps de calcul : l'utilisation d'un processeur numérique
pour lequel le nombre de cycles nécessaires a une division dépendrait de la valeur des
opérandes serait trés délicate.

5.2 CONSIDERATIONS SUR LA LATITUDE DE CHOIX.

Dans ce paragraphe, nous nous cantonnerons au cas de la base deux. Essayons
maintenant de nous attacher au probléeme suivant : on calcule toujours les chiffres du
quotient résultant de la division de x par y a l'aide d'une itération de la forme

)[(U) = X
D = 2x0 — qi .y

Mais dorénavant, on suppose gue les itérés successifs x@ sont calculés en nota-
tion "carry-save" (voir chapitre 2), afin d'accélérer les calculs. On supposera
également que nous ne manipulons que des quantités normalisées, vérifiant :
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0<ixley < 1/2
1/4 <y

on se raméne 4 un tel cas par des décalages appropriés. Tous les termes x que nous
allons construire seront de valeur absolue comprise entre 0 et y. Cherchons une
stratégie intéressante de choix de q,,;. ¥ sera supposé €crit, en notation "carry save”
et en complément & 2 sous la forme :

%™ = (g 8035 (Cps Sk s o w051 (D)

ce qui signific que si on note

n
le = 2 {c, + Si) 2-i

i=0
le nombre obtenu en interprétant I'écriture (1) en numération simple de position, et si

u™ s'écrit

n

-

(U_]Uuul — llI])z = .Zlui 2
1= -

alors
n
() 4
AV 3
XU =Eauyt Z w2,
1=1
x" s'écrit donc (uguy ... uy)s en complément & deux; if est €gal a (cgey ... €3
+ (8087 ... Sy)3. Done, pour connaitre le signe de xV (ou pour effectuer une

comparaison entre xW et une autre quantité), il nous faut effectuer 'addition :

Cy ¢y Ca —_— Ch
+ S0 5 32 wigk Sn
Ujp Uy Uy Uy ..U,
et x'" sera positif si u, = 0, et négatif sinon.

On comprend qu'il est inutile d'utiliser la notation carry-save si on emploie 1'al-
gorithme de division non restaurante, puisque pour connaitre le signe de x9, on est
obligé a chaque pas de le transcrire en complément a deux. De méme, l'algorithme de
division restaurante ou tout autre algorithme faisant appel 4 une comparaison entre x®

et une autre quantité peut difficilement étre implanté sans réécriture de x en

complément a deux : les algorithmes que nous venons d'étudier ne peuvent donc étre
utilisés de fagon efficace.

La latitude de choix des chiffres du quotient va nous tirer de ce mauvais pas. En
effet, si au lieu d'effectuer une addition sur n+1 positions dans le but de connaitre




|
h".ll
|
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exactement I'écriture de x en complément 2 2, on effectue une addition sur p+!

positions (p fixe, petit devant n) qui nous fournira une estimation de x"’, on peut
espérer que cette estimation sera suffisamment précise pour nous permettre de choisir
une valeur convenable de x%*1. Effectuons donc I'addition :

Co G &) it Cp
+ 50 51 52 see Sp
Vi Vg Vi Va \-"p

La quantité (vgvy ... v,)5 est une valeur approchée de x". Plus précisément,
les p+1 premiers bits (uguy ... up) de I'écriture en complément & deux de x sont
€gaux soit & (vgvy ... vp). soit aux bits (wow, ... wp) obtenus en effectuant la

somme :

Vi Y1 \"2 Vp
+ 1
W_ 1 Wp W Wy oL Wp

On en tire le résultat suivant :

1) si vy = 1, et si l'un au moins des v; (1 <1 < p) est €gal 4 0, alors xW est
forcément négatif. Le choix q;,, = 1 convient donc.

2)si vy =10, et si 'un au moins des v; (1 €1 < p) est égal & (), alors xW est
forcément positif. Le choix g;,, = | convient donc.

3)sivg=1,etsitous les v, (1 <1 <p)sont égaux a 1, alors on ne sait rien
sur le signe de xV, mais les p+! premiers bits de son écriture en complément i 2 sont
(11...11) ou (00...00). Sa valeur absolue est donc inférieure ou égale a 277

4)si vp =0, et sitous les v; (1 €1 < p) sont égaux a 1, alors les p+l

premiers bits de I'écriture en complément a 2 de x sont (O111...11) ou (1000...00),

et x est par conséquent de valeur absolue strictement supérieure & 1/2 (et donc d
| v 1), ce qui est impossible par hypothese. Ce cas ne se produit donc jamais.

Examinons le cas 3, puisque c'est a priori celui pour lequel le choix de g;,, n'est

pas immédiat. Rappelons que le diviseur y de la division x/y que l'on désire effectuer

est normalisé de sorte que l'on ait 1/4 €y < 1/2. D'aprés le diagramme de Robertson

de la figure 5.2, on peut choisir q;,; nul pour x® compris entre -y/2 et y/2. Par

conséquent, si x® est compris entre -1/8 et 1/8, le choix q;,1 = 0 convient. Dans le cas
présent, si on choisit p supérieur ou égal & 3, on peut donc prendre q;,; = 0 dansle
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cas 3. On obtient alors la stratégie suivante de choix de ¢, qui ne demande que
l'examen des 4 premidres positions de 1'écriture "carry-save” de x'9, ( (cg, So)s
(€1, 8105 o5 (Cpy 8) ).

® Effectuer 'addition

Cy ¢ Ca Cy
+ 50 51 S5 53

\r'_l \-‘ru Y1 Va V3
(N.B. En pratique, on peut se passer d'effectuer l'addition, voir [HWS81])

@ Choisir g;,; comme suit :

|
i

—sivg=10 et vvyvq =0, alors g, =
—sivg=Tlet vyvovy =0, alors g,y =
—sinon ;. =0

I
i

5.3 DIVISEURS CELLULAIRES.

Nous allons maintenant essayer d'effectuer des divisions avec des réseaux
cellulaires semblables a celut de Braun (voir chapitre 4). Dans tout ce qui suit, nous
supposerons que nous travaillons en base 2, et que les opérandes manipulées (diviseur
y et dividende x) sont écrites en complément a 2 et en virgule fixe, sous la forme :

n-1 .
-1
X=(KUX]X2.‘.XH_]) & =—Xgt inz
i=1

n-1 .
y=(o¥1¥2 -+ Ya1) 5 =-Y¥o+ 2 2

i=1
Nous supposerons que x et y sont positifs, et normalisés par des décalages
appropriés, ce qui implique : xp =y, =0, x;=y; =1.
5.3.1 Division cellulaire non restaurante : réseau de Guild.

La division non restaurante est la plus facile 3 implanter sur un réseau cellulaire.
Nous allons ici étudier un réseau dii a Guild ((GUI70]), qui fournit un quotient en

"chiffres signés”, avec des chiffres valant T ou 1. Lors de la i*™® étape de l'algorithme
de division non restaurante en base 2 de x par y, nous effectuons :
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M qu=1si x>0, T sinon.
“(i+1)

= 2x" - gy

Nous supposerons (ue nous disposons de cellules semblables a celle décrite
figure 5.14, et que nous appellerons CELDIV . La cellule "FA" est une cellule
élémentaire d'additionneur (voir chapitre 3).

e
>

contréle

!§T I
—
e | FAJ—-—-— relenue

w
b

Fig 5.14 Une cellule CELDIV.

Si nous utilisons N cellules CELDIV, disposées en ligne comme suit :

%3 ¥30 Ry
controle
retenue
5 NS ¥ “3

Figure 5.15 Une ligne de cellules CELDIV.

puisque nous travaillons en complément a 2, le nombre (sps; ... 8;.1)3 est égal (sauf
dépassement de capacité) a la somme de (xgx; ... X,1)3 €t (Yg¥1 -+« ¥n.1)3 sila
variable "contréle” vaut 0, et a leur différence dans le cas contraire (voir 4 ce sujet le
paragraphe 3.2),

Nous avons déja vu que les multiplications par 2 qui apparaissent lors de la
division non restaurante peuvent étre remplacées par des décalages. Notons dec (x) le
nombre obtenu en décalant d'une position vers la gauche l'écriture en complément 4 2
de x. Le réseau de la figure 5.16, dii & Guild, implante I'itération (I) pourn = 5.
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a

Figure 5.16, Le réseau de Guild [GU170].

En effet, la premiére ligne de ce réseau regoit une variable "contrdle" (voir Fig
5.15) égale a 1, elle calcule donc dec(x®)-y, ce qu'il fallait puisque x© est, par
hypothese, positif. Le terme s de la figure 5. 16 est égal a 1 si et seulement si le bit de
poids fort de x = dec(x™)-y est égal 2 0, c'est-a-dire si et seulement si cette somme
est positive (auquel cas, q; estégal a 1, et la deuxiéme ligne du réseau effectuera une
soustraction, ce qui correspond bien a l'itération (I)). De méme, la i"c"ﬂe ligne du réseau
calcule dec(x"P) + y* (avec une retenue entrante égale & "contrdle"), ol y* est égal &
y si contrdle = 0, et au nombre obtenu en complémentant les bits de y dans e cas
contraire.

Une analyse sommaire de ce réseau permet de comprendre que les termes s,
fournis par le réseau nous permettent de déduire la valeur des chiffres du quotient
grice aux relations :

go = 1 ~
Qi =1sis=11 sinon.

Pour que le réseau de guild fournisse n chiffres du quotient, il faut que le signal
de retenue ait traversé les n2 cellules CELDIV du réseau. Le réseau de Guild effectue

done la division en temps quadratique O(n%).

532 Diviseur de Hamacher et Williams.

De nombreux auteurs ont cru qu'il était impossible d'effectuer des divisions par
réseaux cellulaires en un temps meilleur que quadratique (c'est par exemple ce
qu'affirme Scott dans [SCO85]). Il est en fait possible dans un premier temps
d'effectuer des divisions en temps O(n Log n) en remplagant les lignes de cellules
CELDIV par des additionneurs rapides : une telle solution été proposée par M.
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Cappa et V.C. Hamacher dans [CH73], mais elle conduit i des réalisations cofiteuses,
et qui n'apportent aucune amélioration par rapport aux méthodes de la partie 5.1, qui
n'utilisent qu'un seul additionneur rapide.

En 1981, C. Hamacher et J. Williams ont proposé un diviseur cellulaire permet-
tant d'obtenir des quotients sur n chiffres (valant T, 0 ou 1) en temps O(n). Leur idée
de base est somme toute trés simple : elle consiste a effectuer les additions/sous-
tractions intermédiaires x"*" = 2x) —q,.,y en notation carry save (Voir chapitre
2), comme dans le multiplieur de Braun présenté au chapitre 4. Le choix de q;,; se fait
en utilisant I'algonthme présenté au paragraphe 5.2, qui consiste & n'examiner que les
quatre premieres positions de l'écriture carry-save de x®,

Le diviseur de Hamacher et Williams est présenté Fig 5.19. L'élément de la
tigure 5.17 calcule au vu des 4 premieres positions de x
codé sur 2 bits, "sous" et "add", de la fagon suivante :

a valeur de q;,,, qui est

l | | | | si sous = add, alors ¢;,. =0
évaluateur de quotient ] sisous = 1 et add = 0, alors q;,; = 1
si sous = O et add = 1, alors q;,; =1,

sous  add
Figure 5.17 L'élément évaluateur de q,, ;.

La cellule élémentaire du réseau est présentée Figure 5.18. Elle se contente, sui-
vant les valeurs de "add" et "sous"” de ne rien faire, de faire une addition ou une sous-
traction (en "carry save” et en complément 4 2 : on transmet les sommes partielles et
les retenues, sans les propager,  la ligne suivante, et lorsque l'on soustrait on comp-
lémente les bits du nombre soustrait en on introduit une retenue entrante égale a 1),

11 est important de remarquer qu'a chaque instant, une seule ligne de ce réseau est
active : on peut donc soit conserver ce réseau complet et effectuer plusieurs divisions
en pipe-line (mais il ne semble pas qu'il y ait & ['heure actuelle beaucoup de prob-
1émes numériques nécessitant I'emploi d'un diviseur pipe-line), soit ne garder qu'une
seule ligne de ce diviseur, rebouclée sur elle-méme.

jéme position de 1'écriture

"carry save” de XV

Y §] J :
N ] | zZ = 0 sisous=add
N\ : : J sisous=0etadd = 1
sous — : ! 1+— y sinon
add T
|
retenue sortante
= FA |' T delacellule de

i l \ droite

Figure 5.18 Cellule élémentaire du réseau de Hamacher et Williams.
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X4 Xy A2 % Iy

P Y Y1 'g Y2 0 Ya Y5+ "0
9y == . - — 0
0
\év& u:ux\‘fle LI !licl\li_ !
g, = E 7 = = = i
0
1, o o 0
0

|
4, g ~ 0

; 1]

IT( dyaliatbur dg qublienty,

q, .= \-' = o

Figure 5.19 Le réseau de Hamacher et Williams [HWS81].

5.4 DIVISION "EN LIGNE".

Le mode “En ligne" (transmission en série des données en commengant par les
poids forts) est le seul mode série qui permette d'effectuer des divisions. En effet,
méme si on utilise un systéme redondant d'Avizienis pour écrire les nombres, les chif-
fres de poids faibles d'un quotient dépendent des chiffres de poids fort des opérandes,
comme l'illustre I'exemple suivant (base 10, chiffres pris dans (-6, -5, ..., +6}):

451632
32

admet comme écritures 11051 et 11151.

351632

o admet comme écritures 12226 et 12234,

11 est donc impossible de construire un diviseur série pour lequel les chiffres
seraient transmis 2 partir des poids faibles. Bien entendu, on ne peut concevoir des
opérateurs "en ligne" qu'en utilisant un systeme redondant de notation des nombres,
au moins pour écrire les résultats, afin d'éliminer les propagations de retenues. Le
premier algorithme de division en ligne est d & Ercegovac et Trivedi [ET77}; par la
suite Irwin [IRW78}, Irwin et Owens [I079], [1087], Ercegovac et Lang |[EL85], Tu
et Ercegovac [ET87], et Lin et Sips [LS87] ont étudi€ la question. Nous présenterons
ici l'algorithme d'Ercegovac et Trivedi.
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Nous noterons les nombres en base 2 et en "chiffres signés”, nos opérandes
seront :

n

X = (X1Xp ... Xp) = %27, xe (I,0,1)
j=
y=(y1¥2 e Yol = zyi 2", y;e (1,0,1)
1=
" 1
— <
et nous supposerons de surcroit :§ 2 ¥ .
I x 1<y

Nos opérandes sont amenées en série. Pour amorcer le processus, nous aurons
besoin des 4 premiers chiffres de x et y, c'est-a-dire des quantités :

0o 4 : 0o 4 .

i -1 o -1

x= ) x2 y=2y2
i=1 i=1

Par convention, afin de simplifier la présentation de I'algorithme, nous noterons
x; =y; = 0 pour i strictement supérieur & n. L'algorithme d'Ercegovac et Trivedi
consiste a construire les chiffres qq, qy, ...q, du quotient comme suit.

DIV_LIGNE
début

4
A0) RN (1) - /
X 132&2‘;}? :=Zyi2‘;q‘0’:=o;

pour jl :_=10 jusqu'a n-l’fa;re
début
si £ > 1/8 alors iy 2= 1
sinon si 89 < —1/8 alors Qjyp :=1
sinon ¢, =0 ;
Q"= ¢ + g 277
?(J"U ) ﬁU)

i-5
+ Yj+52 1 )
o+ Ny -4 AU+ i) -4,
X =287+ X527 - qjY - QU Yiss2
fin

fin.

A T'étape j, cet algorithme ne requiert que la connaissance de x;.s €t yj,s : il est
donc compatible avec une circulation en ligne des chiffres. De plus, comme on
travaille en "chiffres signés”, toutes les additions peuvent se faire de maniére paralléle,
sans propagation de retenue, en utilisant l'algorithme d'addition décrit & la fin du
chapitre 3.
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Montrons maintenant que l'algorithme DIV_LIGNE effectue bien la division de x
par y. Une récurrence facile montre que l'on a :

(R1) [fﬂ (Zq ‘\[gy.”'ﬂ.

i=1 \i=1 Ai=1

o _

. X
Définissons une suite xV par: { (D)

O = 2P g,y

ou les qj; sont ceux donnés par DIV_LIGNE. Nous allons essayer de montrer que
(D) correspond a un algorithme de division en base 2 semblable & ceux étudiés dans
la partie 5.1, c'est-a-dire (voir figure 5.2), que l'on a :

osi x¥ <~ y/2, alors Qe =1

esi~ y2<x9 <0, alors Qi3 =1 ou gje1 =0
esi x9 =0, alors g, =1 ou 4jr1=0o0u gy =1
osi0<x¥ <+ y/2, alors gy =0 ou g =1

esi x>+ y/2,alors g = 1

Ce résultat prouverait la correction de l'algorithme DIV_LIGNE.
Il vient sans difficulté :

[ n n
(R2) x“"=zJ|Lsz (zq. I_Z)'Q'i]].

i=1 i=1

De (R1) et (R2) on déduit :

x9 _ g% = o) [2 x2" - (iqﬁ'i\{ > in'iJJ

i=1 }i:j+5

Soit, puisque les termes x;, y; et g; valent —1,0ou 1 :

‘XU) 9 [ ?n; [Zj, 2 Zn, 2*]] o

i=1  MAi=j+5

Par conséquent :

e lorsque qj,; =1, g ~1/8, donc x¥ < 0
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: o oW 6}
elorsque ¢,y =0, -1/8<X™ < +1/8, donc -1/4<x™" < +1/4,
i)
donc -y/2 < xU' < +y/2, puisque y est compris entre 1/2 et | et s¢
) i
e lorsque ;. =1, 27 > +1/8, done x> 0, LI
faut
Donc (D} correspond a un algorithme de division en base 2, et par conséquent
les termes g; engendrés par DIV_LIGNE correspondent bien 4 une écriture 2 2™ prés e
de x/y, ce qu'il fallait démontrer. sy
app
con
5.5 DIVISION PAR DES METHODES ITERATIVES. prer
une
Plusieurs méthodes itératives ont été proposées pour effectuer la division. Nous non
présenterons ici les deux plus employées : la méthode de Newton, et une méthode poit
basée sur des produits successifs. gar
bou
5.5.1 Division par la méthode de Newton.
L.a méthode de Newton, bien connue des numériciens, consiste, lorsque I'on
désire calculer une solution de I'équation f{x) = 0 (f est supposée continiment )
dérivable), a construire une suite (x,) définie par: he_
che
f{x,) e
Xn+l =K"_f'(1() Sue
gt 1
On montre trés facilement que si xp est suffisamment proche d'une racine simple
a de f, alors la suite x,, converge quadratiquement vers a {ce qui signifie grosso-modo
que le nombre de chiffres significatifs double & chaque itération).
Nous allons calculer l'inverse d'un réel positif a. Dans ce but, nous chercherons
l'unique racine de f(x) = 1/x —a. Puisque x —f (x)/f (x) est égal a x.(2-ax),
I'itération de Newton associée a notre probleme est: x,,; = @ (X,) = X,
(2 - ax,). Dans le but de savoir quel point de départ x, adopter pour que cette
itération converge, il convient d'étudier la fonction ®. Examinons sa représentation
graphique (figure 5.20)
¥
[AF
met
| y = ®(x) imp
sup
* X
0 x, % 2\ dan
a a R;
Figure 5.20 [tération de Newton associée a la division. vies
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On voit clairement sur la figure précédente que I'itération de Newton converge si
et seulement si xq appartient a | (), 2/a [. Nous nous trouvons face 4 un probléeme qui
peut paraitre insoluble : pour trouver le point xq qui permettra de calculer 1/a, il nous
faut apparemment connaitre 2/a !

Heureusement, lorsque l'on travaille en virgule flottante, les mantisses des nom-
bres sont normalisées : si as'écrit m.B® (m e [1/B,1]), alors 1/a sera égal 4 1/m.B™*.
11 suffit donc d'étre capable de calculer 1/m par la méthode de Newton. Or, puisque m
appartienta [ 1/B, 1 [; 1/mappartientd ] 1, Bl et 2/m appartientd ] 2, 2B], par
conséquent tout point de départ x, inférieur 2 2 conviendra (on peut par exemple
prendre x, égal & 1). En pratique on peut faire beaucoup mieux en mémorisant dans
une table les inverses de tous les nombres de [1/B, 1 [ qui s'écrivent sur un petit
nombre p de chiffres (4 chiffres en base 2, par exemple), et en choisissant comme
point de départ pour calculer 1/a l'inverse, lu dans la table, du nombre obtenu en ne
gardant que les p premiers chiffres de a : la méthode de Newton étant quadratique, au

bout de i itérations, on connaitra 1/a avec environ p.2' chiffres.

Exemple.

Supposons que nous travaillons en base 10, et cherchons & calculer
Q=0.42 10%€70.37 102! i l'aide de cette méthode. Nous allons tout d'abord
chercher l'inverse de 0.37. Si nous partons du point de départ x5 = 1, les itérés
successifs de la méthode de Newton ( x,; = x,; (2-0.37x;) ), sont :

X1 = 1.63
Xy = 2.276947
X3 = 2.635633573

xg = 2.701038343
2.702701678
2.702702702

xS

Xg

Le quotient recherché est (2.702702702.10%1)x(0.42.10%%) = 1.135135135.1077,

5.5.2 Une autre méthode quadratique.

Cette méthode, dont l'auteur ne semble pas connu, a €té présentée dans
[AEGP67}, [FLY70], [HWA79] et |[SCO85}. Elle est quadratique tout comme la
méthode de Newton mais elle est probablement plus aisée 2 mettre en ocuvre, et a été
implantée dans I'1BM System/360 model 91 (|JAEGP67]).

Supposons que nous ayons a calculer un quotient Q = N/D, ou N et D sont
supposés positifs et normalisés (on les prendra compris entre 1/B et 1, B étant la base
dans laquelle on travaille). Nous allons essayer de construire des termes Ry, Ry, ...,
R, choisis de sorte que D-Rg-R|-R; ... R; converge le plus vite possible vers 1. 11
viendra alors de maniére évidente :



T

166 Algorithmes de division Divi

N.-Ry:R:-R, ... R; — Q
i - =

Posons € = 1-D. Puisque D est normalisé, € est compris entre 0 et 1 — 1/B. Si
nous choisissons Rg =1 + &, DRy, sera égal 2 (1-g)(1+€) = 1-€2 : si maintenant
nous choisissons R = (1 + %), DRyR sera égal a 1-¢*,

Le lecteur se persuadera aisément (la récurrence est immédiate) que si l'on pose
R;=(1+ £2i ), alors D-Ry-R-R, ... R; est égal a (1 -—Ezm ) : nous avons donc ce qt
bien obtenu la convergence désirée, elle est de plus quadratique.

I'ité:

Cette méthode est particuliérement efficace en base 2, car € est inférieur ou égal A I
écr

1/2, ce qui assure une convergence trés rapide. 11 est bien évident qu'en pratique on ne
perd pas son temps & calculer les termes D-Rg-R;-R, ... R; . Voici l'algorithme :

Division Quadratique.
(* N et D sont supposés normalisés *)
(* résultat : le quotient Q *)

début
£« 1-D;
Qe N; refor
pour i:=0 jusqu'a K faire
début
Q«Q(1l+e)
E « g2
fin
fin.

L'éxécution de cet algorithme nous assurera une erreur relative sur le quotient Q

inférieure ou égale a :
HK+1)

»
(-5)
Py

en particulier, si B est égal a deux, cette majoration d'erreur devient égale 3 2

Exemple.
Cherchons a effectuer par cette méthode la division (en base 10) de N = 0.2 par
D=0.7. 1l vient:




vision

/B. Si
enant

1 pose
, donc

égald
on ne
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e =073

N.Rg = 0.26

N.R(.R; = 0.2834

N.Ry.R,.R, = 0.28569554
N.Rg.R,.Ry.Ry = 0.2857142845
N.Ro.R;.R,.Rq.R, = 0.2857142857,

ce qui nous donne bien 2/7 avec 10 chiffres significatifs.
Mais en fait... cette méthode n'est pas trés originale ! En effet, reprenons
l'itération associée i la méthode de Newton : X .4 = X, (2 — ax,), on peut

I'dcrire : X1 = Xg + X, (1 —axp).

Si nous posons € = (1 — ax,), il vient presque immeédiatement :

Xne1 = X (1 + en)
2
E = €

Et nous retombons sur la méthode précédente, qui n'est donc qu'une
reformulation de la méthode de Newton avec un point de départ xg égal 2 un !
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6. Calcul des fonctions élémentaires.

INTRODUCTION

Le calcul des fonctions mathématiques usuelles (fonctions trigonométriques,
exponentielle, logarithme, etc.) constitue la base de tout le calcul scientifique. Il y a
encore peu de temps, l'implantation de ces fonctions ne se concevait que de maniére
logicielle, et la grande majorité des ordinateurs calcule encore ces fonctions par
programme; cependant, de nos jours, les possibilités sans cesse croissantes de
I'intégration sur silicium nous autorisent i envisager des réalisations matérielles. La
différence considérable entre ces deux modes d'implantation induira inévitablement
une différence également trés grande entre les algorithmes utilisés : les méthodes
logicielles traditionnelles pour le calcul de ces fonctions, basées généralement sur des
approximations par des polynémes ou des fractions rationnelles ne peuvent que
difficilement s'appliquer en matériel, car elles font appel a des multiplications et des
divisions en virgule flottante sur un grand nombre de bits, ce qui peut &tre cofiteux en
surface de silicium. Toutefois, dans [DM88], Duprat et Muller présentent un opérateur
specialisé, un polynémieur, susceptible d'étre placé sur un circuit intégré, et capable
d'évaluer rapidement des polyndmes : avec un tel opérateur, les méthodes de calcul
des fonctions élémentaires basées sur des approximations polyndmiales de ces
fonctions reprennent tout leur intérét en matériel. Nous étudierons tout d'abord
succintement ces méthodes traditionnelles.

Par 1a suite, nous nous appesantirons sur des méthodes différentes, basées sur
des primitives autres que la multiplication et de la division. Nous présenterons ici des
algorithmes n'employant que 'addition et la multiplication par une puissance entiére
de la base de numération employée, opération qui se réduit & un décalage si 'on
travaille en virgule fixe, et & une addizion a I'exposant si l'on travaille en virgule
flottante (par abus de notation, nous conviendrons d'appeler dans tous les cas cette
opération un décalage).

(o TN = T « S |

o

Ci

Ci
b

n

d¢
de
T;
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6.1 METHODES CLASSIQUES.

Les opérations de base dont nous disposons en machine sont les additions, les
soustractions, les multiplications, les divisions (pas toujours !) et les comparaisons. 1l
n'est pas difficile de constater que l'ensemble des fonctions d'une variable que I'on
peut calculer a partir de ces primitives est I'ensemble des polyndmes par morceaux (si
on n'admet pas la division), et I'ensemble des fractions rationnelles par morceaux (si
on l'admet).

Si on désire calculer en machine une fonction f quelconque, nous serons donc
obligés de l'approcher par des fonctions polyndmiales ou rationnelles par morceaux.
Un théordme, dii & Weierstrass (voir plus loin), nous apprend que toute fonction
continue peut étre approchée d'aussi prés qu'on le désire, sur un intervalle borné,
par un polyndme (et donc également par une fraction rationnelle). Si nous désirons
calculer une fonction sur tout son domaine de définition (qui n'est en général pas
borné), il faudra donc effectuer trois étapes :

—La réduction d'argument qui consiste A se ramener a l'intervalle dans lequel
I'approximation rationnelle ou polyndmiale est valide. Elle consiste a déduire de
I'argument d'origine x un argument réduit y inclus dans I'intervalle en question, et tel
que f(x) puisse étre déduit de f(y). Par exemple, si l'on désire calculer le sinus de
1000. et si l'intervalle dans lequel on posséde une approximation de la fonction sinus
est [ = [-®/2, 1/2 ], alors l'argument réduit y associé a 1000 sera I'€lément de I,
obtenu 2 I'aide d'une simple division, qui peut sécrire sous la forme y = 1000 + Nm,
N entier, soity =0.973...

— Le calcul de la valeur que prend l'approximation de la fonction pour l'argument
réduit. Dans le cas de l'exemple précédent, cette opération revient a approximer
sin (y) = 0.826...

— La restitution d’argument qui consiste a déduire f(x) de f(y). Dans I'exemple
traité, puisque le nombre N tel que y = 1000 + N est pair (N = 318), le sinus de x est
égal au sinus de y.

Nous donnerons tout d'abord quelques résultats classiques concernant le calcul
d'approximations polyndmiales ou rationnelles d'une fonction continue sur un
intervalle borné, nous consacrerons ensuite quelques lignes a la méthode de Newton.

6.1.1 Approximations polyndomiales.

Notons Py l'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou €gal 2 N. Nous
désirons approcher, sur l'intervalle [a , b], une fonction continue f par un élément p*
de Py. II est important de noter qu'une approximation de f par son développement de
Taylor (s'il existe !) en un point de I est en général peu satisfaisante car le
développement de Taylor fournit une approximation locale, mais non point globale.
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Nous chercherons ici, pour une norme fonctionnelle IL.Il donnée, & minimiser lIf-pl,
p € Py. Deux critéres d'approximation seront traités ici : 'approximation au sens
des moindres carrés et l'approximation au sens de la norme de la convergence
uniforme.

Meilleure approximation polynémiale au sens des moindres carrés.

Nous cherchons un élément p* de Py vérifiant :

b b
f wi(x) [f(x) - ]:)*(:J()]2 dx =min f wi(x) [f(x) - p(x)]2 dx
PePN J,

oll w est une fonction poids positive et intégrable sur [a,b].

172

b
Puisque la norme Il f Il = f wi(x) fz(x} dx) est associée au produit scalaire :

a

b
<f.g>= [ w0 g de

a

il suffit d'effectuer un simple calcul de projection. La marche a suivre est donc la
Suivante :

—en appliquant le procédé d'orthogonalisation de Schmidt a la famille (XP)pSN,
on construit une base orthogonale (Tp)p<n de polyndmes pour le produit
scalaire <f, g > telle que T}, est de degré p.

<f,T,>

= i a = —
on calcule les coefficients a; = o

N

. )

—on obtientp = Eai T .
i=0

Le point crucial de cette méthode est le calcul des coefficients a;. Ce calcul peut se
faire analytiquement (avec éventuellement l'utilisation d'un systéme de calcul formel)
si les fonctions f et w sont suffisamment simples, mais si ce n'est pas le cas, il faut
faire appel a un calcul numérique précis, en se servant d'un logiciel multiprécision.

Certaines familles de polyndmes orthogonaux, associées & des fonctions poids
w(x) simples, sont connues depuis longtemps, nous allons maintenant présenter les
plus classiques.

Méii

Pol;

Poly

récu

inféri

et <y
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Polynémes de Legendre. (w=1,a=-1,b=1)

P(x) =1

py(x) =x
Ils sont définis par :

n-1 n-1 dn 2 n
Pp(X) = ——X.pp (%) - 5 Pn2(X) = n!.2"§’[(x - D
Osii#]j
Ces polynémes vérifient : <p; , p;> ={ 2 .
. sinon
2i+1
Polynémes de Chebyshev. (w(x) = ,a=-1,b=1)
2
1-x

Ils sont définis par : T, (x) = cos [n Arc cos (x)]. ou par les relations de
récurrence :

T (x)=1
T,(x)=x
T (x) = 2.x.T, ,(x) - T, »(x)

Osii=]j

wsii=j=0
Ces polynémes vérifient : <T;, T;> = ns” J

-Z—Sii=j;&0

Exemple.
Supposons que l'on cherche la meilleure approximation polyndmiale de degré
inférieur ou égal & 2, sur [-1, +1], de f(x) = x>, au sens de la norme ;

172

Ifl= (f "2 dt)

Il va tout d'abord falloir calculer les produits scalaires <p,,f>, <p;,f>
et <ps,f>, ol p,, pj et py sont les trois premiers polyndmes de Legendre.
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. PO(X] =1
. p](x) =X
Puisque nous avons :
3% -1
pz(x) = 2
< Pp > f>=0
2
Il vient:{ <p;, f>=?
<py,f>=0
<p;.f> 3
donc le polyndme p* recherché est p* = ——— =—=X.
poly P PT=Z I Py 5

Approximation polynémiale au sens de la norme de la convergence uniforme.

Les deux théorémes suivants constituent des résultats fondamentaux. Le premier
est dii 2 Weierstrass datant de 1885, et le deuxi®me & Chebyshev. Comme dans le
paragraphe précédent, nous supposerons que nous désirons approximer sur un inter-
valle [a,b] une fonction continue f,

Théoréme 6.1 (théoréme d'approximation)

Pour tout £>0, il existe un polyndéme P tel que Sup |f(x)-P(x) | s € .
[a,b]

Ce théoréme nous montre qu'une fonction continue peut étre approchée d'aussi
prés que possible par un polyndme. Toutefois, il ne nous donne aucune idée a priori
du degré du polyndme i choisir en fonction de I'erreur d'approximation désirée. Un
théoréme dii 4 Berstein montre d'ailleurs que ce degré peut étre aussi grand que
possible.

Théoréme 6.2 (théoréme d'alternance de l'erreur d'approximation).

* . . - - a3 .
Py est le polyndme de meilleure approximation uniforme de f sur [a,b] pris
parmi les polyndmes de degré inférieur ou égal a N si et seulement si il existe N+2
points :
as<x)<X <x2<...<xNp <b

Py (X) —f (%)

vérifiant : Py (x;) - £ (x) = (<1)' [ Py (x) = f(xp)] =%  Sup
x € [ab]

e
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Exemple.

Cherchons & utiliser ce théoréme pour trouver la meilleure approximation affine
au sens de la norme de la convergence uniforme de la fonction sinus sur [0, 7/2].
Soit p1(x) = ax + b cette approximation. D'apres le théoréme, l'erreur maximale € est
atteinte en trois points et prend des signes alternés; de plus, la concavité de la fonction
sinus sur [0,m/2] implique que les deux points extrémaux ol cette erreur est atteinte
sont les points 0 et n/2 (voir figure 6.1).

y=p; )

ur£' -
—— y =sin x

(S E

Figure 6.1

Si nous appelons « le troisi¢me point ou cette erreur est atteinte, nous avons :

sin (0) - p(0) =-¢
sin (&) — py(a) = +¢&
sin (1/2) — py(n/2) = -¢

de plus, l'erreur atteignant un maximum en ¢, il vient :
sin'(a) - p;'(a) = 0.

On en déduit sans difficulté :

2
a=-—=(0.6366
n
1 4 1 2
Jb=e=—2- 1-—2-—Arcos—=0,105
4 i3 |
2
a = Arccos —
L s
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On peut noter au passage que si l'on approche la fonction sinus par son contir
développement limité & l'ordre 1 en zéro, l'erreur d'approximation est égale i soluti
w/2 — 1 = 0.57, elle est donc plus de cing fois plus élevée que l'erreur commise en
approximant le sinus par son polyndme de meilleure approximation uniforme de degré
1 sur [ 0, ©/2]. €
Un algorithme datant de 1934, di 4 Rémes ([REM34]), permet de calculer de
= fagon itérative le meilleur approximant polyndmial de degré N sur un intervalle [a,b], [
: au sens de la norme de la convergence uniforme, d'une fonction continue f. Nous ne nume;
le donnerons pas ici car sa présentation nécessite un important développement contin
5 théorique préliminaire, le lecteur qui désire de plus amples informations 2 son sujet
peut se référer a [REM34] ou a [LAU72].
ol le |
6.1.2 Approximation par des fractions rationnelles. L
cette s
Le principal inconvénient des approximations polyndmiales est I'existence de que le
fonctions qui se laissent "mal” approcher, c'est-a-dire pour lesquelles, si I'on désire doubl
obtenir une précision satisfaisante, il faut utiliser un polyndme de degré élevé. Il ne
faut pas croire que de telles fonctions ne sont que des "exemples d'école” : Hart & T
) Cheney montrent dans [HCL68] que la fonction Arcsinus ne peut étre approximée sur S
[-1, +1] avec une erreur inférieure & 10 que par un polynéme de degré 10000 !!! f. I ex
Pour évaluer des fonctions qui se laissent “mal” approcher par des polyndmes, la dans
. seule ressource est d'utiliser des approximations rationnelles. On ne peut hélas plus
" construire de méthodes semblables a celles utilisant des polyndmes orthogonaux.
E Toutefois le théoréme suivant, dii 2 Chebyshev, permet de caractériser théoriquement reste ¢
: les meilleures approximations uniformes rationnelles. Ce théoréme est I'équivalent
1 pour les fractions rationnelles du théoréme d'alternance de l'erreur d'approximation C
j : rencontré auparavant, Newto
départ
, conver
3 Théoréme 6.3 (Chebyshev). pour
rE R = P/Q est la meilleure approximation uniforme de f sur [a,b], prise parmi les ndéme,
3 fractions rationnelles irréductibles dont le numérateur est de degré inférieur ou égal i p Masse
_ et le dénominateur de degré inférieur ou égal A g, si et seulement si il existe
" N =2+ Max { p + degré (P) , q + degré (Q)) points : T
L S
a<xXp<xXx <..<xN.g5%b il
tels que : R (x,) — f(x;) = (-1)' (R(xy) — f(X,)) =+ SUP IR(X) - f(x) lesque
x € [ab]
1y
2 Il existe des algorithmes, variantes de 1'algorithme de Rémés, qui permettent de 2
construire itérativement des meilleures approximations rationnelles de fonctions 3
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continues. On peut aussi faire appel & diverses heuristiques qui donnent de bonnes
solutions (par exemple le calcul d'approximants de Padé [BAK75].

6.1.3 Utilisation de la méthode de Newton.

1l n'est plus besoin de présenter la méthode de Newton, bien connue des
numériciens. Elle consiste, lorsque 1'on désire trouver une racine o d'une fonction f
continiiment dérivable, 2 construire la suite (x,) définie par :

f(x,)
n T (x)

ol le point de départ x est choisi si possible proche de la racine recherchée.

Xp+1 = X

Le théoréme suivant nous prouve que si xg est suffisamment proche de «, alors
cette suite converge vers o, et de maniére quadratique, ce qui signifie grosso-modo
que le nombre de chiffres significatifs sur l'estimation de & par un terme de la suite
double i chaque pas.

Théoréme 6.4 (convergence locale de la méthode de Newton)
Soit f une fonction deux fois continiment dérivable, soit o une racine simple de

f. 11 existe un voisinage V de o et un réel K strictement positif tels que si xg est pris
dans V, alors la suite (x,) définie par :

Xn+l =Kn—mx—)
T

reste dans V et vérifie : Ixp .y — ol < Klx, —al”.

Ce résultat nous assure une convergence uniquement /ocale de la méthode de
Newton, on ne sait donc rien a priori sur le comportement de l'itération si le point de
départ x, est quelconque. Il convient de faire si cela est possible une étude de
convergence préliminaire chaque fois que l'on veut utiliser la méthode de Newton
pour trouver les racines d'une fonction f particuliére. Dans le cas ol f est un poly-
nome, il existe cependant un résultat de convergence globale, énoncé par Christophe
Masse dans [MAS84] et résumé par le théoréme suivant.

Théoréme 6.5 (Masse 1984).

Soit P un polyndme a coefficients réels dont toutes les racines sont réelles et
distinctes. Notons N le degré de P, et E l'ensemble des points de départ réels x, pour
=x, - P (x,) / P' (x,), diverge.

lesquels l'itération de Newton associée a P, x__;

1) Si N < 2, alors E est vide ou réduit & un point.
2) Si N = 3, alors E est dénombrable.
3) Si N > 4, alors E est non dénombrable, et de mesure de Lebesgue nulle.
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Ce théoreme nous assure que "numériquement”, l'itération de Newton associée &
un polynéme dont les racines sont réelles et distinctes convergera toujours.

Application : calcul de la racine carrée.

Supposons que nous désirions évaluer la racine carrée d'un réel positif a & l'aide
de la méthode de Newton. La premiére idée qui vient & I'esprit est de chercher la racine
positive de la fonction f(x) = x> —a, ce qui conduit & construire l'itération bien
connue, appelée itération de Héron :

Une étude sommaire ou l'utilisation du théoréme 6.5 nous montrent que cette
itération convergera toujours sauf si x, est égal 4 0. La figure 6.2 nous présente
graphiquement deux pas de cette itération.

Yo

Yy=x
! s /}’=/0.51(x/+a/x)
K I e st TS ,_P—P_)'/-’J

;

B
o
-
=
>
o
e

Figure 6.2 Deux pas de l'itération de Héron.

Si a est un nombre codé en virgule flottante normalisée sous la forme m.B° (avec
iml compris entre 1/B et 1), un moyen commode de choisir un point de départ proche
de Va (et donc de bénéficier de la convergence localement quadratique de la méthode)
est de diviser 'exposant de a par 2, ce qui conduit a prendre par exemple comme point

de départ B€4Y 2 *1 oy "div" représente la division euclidienne. Des stratégies plus
fines de choix d'un bon point de départ pour l'itération de Héron sont présentées dans
[MASg4].

Si on utilise une machine qui effectue les divisions nettement plus lentement que
les multiplications, la division qui apparait dans l'itération de Héron peut étre
pénalisante. On peut alors avoir avantage 2 utiliser une autre itération de Newton, qui
permet de calculer 1/va (on retrouve ensuite Va non pas en inversant ce nombre — on
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veut éviter les divisions ! — mais en le multipliant par a). Cette itération s'obtient en

cherchant par la méthode de Newton la racine positive de f (x) = 1/x* —a, ce qui
nous donne :

Xnel = ;_xn(3 _aKE]

La figure 6.3 présente deux pas de cette itération.

y =12x(3-ax?)

: » X
I
Xy X, 1/va Xg \

Figure 6.3 Deux pas de I'itération associée au calcul de 1/Va.

Cette fois ci, la convergence de l'itération n'est plus globale. Une étude
¢lémentaire permet de montrer qu'il y a convergence pour tout xg pris dans

1=10,V3Ma [. Sile nombre a est codé en virgule flottante sous la forme m.B®
(avec 1/B <Iml < 1), alors il est facile de constater que B~ © 4V 2 -1 ("gjy" désigne

toujours la division euclidienne) appartient forcément 2 I. C'est donc un point de
départ tout indiqué.

6.2 CALCUL DES FONCTIONS ELEMENTAIRES PAR ADDITIONS
ET DECALAGES.

Nous allons maintenant étudier des méthodes de calcul des fonctions élémentaires
permettant d'éviter les multiplications et les divisions. Ces méthodes sont
particulierement adaptées au calcul de fonctions par matériel.

Ce domaine a été abordé en 1959 par J. Volder ([VOLS59]), qui présenta
l'algorithme CORDIC (COQordinate Rotations on a DIgital Computer), qui permet de
calculer les fonctions sinus, cosinus et arctangente, et ce en n'effectuant que des
additions, des soustractions, et des décalages {(en base 2) .
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En 1971, J. Walther montre dans [WAL71] que CORDIC, moyennant de petites
modifications, peut étre étendu au calcul des fonctions hyperboliques, ainsi qu'a
I'exponentielle, au logarithme et A la racine carrée. Il constate en outre que des
algorithmes usuels de multiplication et de division (non restaurante) peuvent s'ex-
primer comme un cas particulier de CORDIC (il est d'ailleurs A noter que dés 1962,
JE. Meggitt était 2 méme de calculer certaines fonctions €lémentaires par des procédés
de "pseudo-division" et de "pseudo-multiplication" ). On obtient ainsi un schéma
unifié permettant de calculer les principales fonctions mathématiques, et qui se préte
particuliérement bien & une réalisation matérielle (CORDIC a dailleurs té choisi pour
la calculatrice HP 35 de Hewlett-Packard [SB73)).

Lalgorithme CORDIC, dans la version de Walther, est basé sur I'itération 2 trois
variables suivante :

-9 (n)
Xnet = Xq —md,y 2 4

Ynt1 = Yn + dnxn2'6 ®

Zpe1 =2y —dyeg (n)

o les choix du parametre m, des variables d,, et des constantes e, et de la fonction
sont présentés figure 6.4. Sur cette figure, dans les cas notés * (fonctions
trigonométriques et arithmétiques), o (n) est égal 4 n, et dans les cas notés **
(fonctions hyperboliques), & (n) est égal  :

nsil€n<4
n-1si5<n<14
n—-2s5i15 <n <42
n-3si43 < n< 124 ...

De mani¢re générale, dans le cas des fonctions hyperboliques, G (n) est égal &

n-p+1siu, Sn<u,, -1, ol les termes u, sont donnés par :
u; = 1

Upyp = 3u, + 4 - 2p.

Dans une implantation pratique, lorsqu'on calcule les fonctions hyperboliques,
on fait comme si o (n) était €gal & n, et on répéte les itérations d'indices 4, 13, 40,
121... (si on répete l'itération k, on répétera l'itération 3k+1).

Les constantes K et K' valent respectivement :

i=1 i=1

i - - 12
[1 cose,- (H (1+2'2i)] et Il che, = [H (1_2"“"“’)]
i=0

i=0
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fonction valeurs init.| m &, d, résuliats
sin, cos” ;0:(1)( 1§ aaga™ | sma, |[ %

0 yi— sinzg
* -n . 0
arclg z, =0 1 arclg2 ~ |-signy, |z — arcig —
0
*oke x. =K' =e X,— ch Zg
sh, ch 1 -1 argth 2 sign z, {
Nn= y, — sh z,
e -n . yO
argth z,=0 -1 | argth2 ~|-signy |z — argthx—
0
ultiplica™ = Ba ;
:I-‘lon DA ¥y, =4 0 2 signz, | ¥y, %%
2 h f
division " 2,=0 0 - -signy | z— %

Figure 6.4 L'algorithme CORDIC dans la version de J. Walther.

L'exponentielle est obtenue par addition des fonctions sh et ch, et le logarithme
est obtenu en effectuant un changement de variable permettant d'utiliser la relation :
1

argth x = > Log

En 1970, De Lugish [LUG70] étudie une classe d'algorithmes similaires, tandis
que Chen [CHE72] développe des idées originales a ce sujet. Nous allons dégager les
principes communs  tous ces algorithmes, en présentant un nouveau concept : celui
de base discréte, qui nous permettra de mettre au point de nouvelles méthodes et de
montrer |'étroite parenté qui lie certains algorithmes déja connus.

Tout d'abord, nous allons analyser la petite fonction suivante, écrite en pseudo-
PASCAL, qui correspond en base 2 & un algorithme inventé par Briggsily a environ
trois siécles, et qui n'utilise que des décalages et des additions, pour peu que I'on
travaille en base 2. N est un paramétre dont nous allons étudier l'influence, et on
suppose que les constantes Log (142 (pour i allant de zéro a N) sont calculées
l'avance et mémoerisées en mémoire morte.

Les figures 6.5 2 6.8 présentent le graphe de ceite fonction entre 0 et 2 pour
différentes valeurs de N. Qu'observons-nous ? Lorsque N tend vers l'infini, si t est
compris entre 0 et une borne qu'il reste & déterminer, la valeur retournée par cette
fonction semble converger vers l'exponentielle de t. De méme, on peut constater
expérimentalement que la valeur finale de la variable "x" de l'algorithme semble
converger vers t (ces remarques sont liées, car "ex = e*" est trivialement un invariant
de 1a boucle "pour i allant de O jusqu'a N faire” de l'algorithme).

1+x
1-x

Bien siir ces résultats doivent étre démontrés, ce qui sera fait par la suite, mais
admettons-les momentanément.
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7
N=1
- .___l—‘ 2
Figure 6.5
7
N=2
‘l_,_/
_r—-'——‘_'_'“ i
Figure 6.6
17
N=4a

Figure 6.7

Figure 6.8

Calcul

Vi
dl

il est cl
d'indic

C
consta
large «
princij
des dy
différe

pratiq




nentaires Calcul des fonctions élémentaires par additions et décalages 185

Fonction expo (t : réel) : réel ;
var i : entier ; X, ex, u : réel ;
début
x=0;ex:=1;
pour i allant de 0 jusqu'a N faire
début
u:=x+Log (1 +2%;
siu<talors
début
Xi=1u
ex = ex + ex.2"
fin
fin
expo ;= ex;
fin.

Définissons une suite (d;) par :

d. =

{ 1 si le test "u<t” s'est avéré vrai a la boucle d'indice i de l'algorithme
1

0 sinon

; il est clair que la valeur x; de la variable x de I'algorithme aprés exécution de la boucle
i d'indice i vaut :
i

x, = 2, dLog (1+2%).
k=0

Et donc il semble d'aprés les résultats que nous avons admis que l'on ait :

t = 2, dLog(l+2%
k=0

Ce principe d'écriture d'un nombre réel sous la forme X dyey , ol les e, sont des
constantes précalculées et les dy des valeurs prises dans {0,1}, est a la base d'un¢
large classe d'algorithmes de calcul de fonctions mathématiques usuelles. Cest ce
principe que nous allons étudier a présent, en essayant de I'étendre a d'autres valeurs
des d,, dans le but de pouvoir calculer sur des machines qui travaillent dans des bases
différentes de 2. Nous aborderons deux aspects :

— La recherche des suites (e,) telles que tout élément x d'un domaine donné (en
pratique un intervalle) puisse s'écrire sous la forme :
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X =dgeg +...+dpe, +...

ol les dj seront compris entre 0 et un entier naturel p . De telles suites seront appelées
Bases discrétes additives, nous allons les étudier maintenant.

—La connaissance d'algorithmes permettant de calculer les termes d;
correspondant a un x donné, puis l'utilisation de ces algorithmes au calcul de certaines
fonctions.

6.2.1 Dbases discrétes additives.

Nous noterons S l'ensemble des suites réelles, strictement positives,
décroissantes et sommables.

Définition 6.1.
Soit E = (ep) un €lément de S, on appellera ensemble généré d’ordre p de E

I'ensemble :
G, (E) = ZO de, | d e{0,1,2..p)
n=

Gp (E) représente l'ensemble des nombres que 1'on peut représenter sous la
forme dgeqg +...+d e, +...

Le cas qui nous intéresse dans cette étude est celui ol cet ensemble est un
intervalle, car cela nous permettra ultérieurement de calculer des fonctions sur cet
intervalle. D'oit 1a définition qui suit :

Définition 6.2.
Soit E un élément de S. On dira que E est une base discréte additive d'ordre p si
Gp(E) est un intervalle.

N.B. Par abus de notation, on appelera les bases discrétes additives "bases
discretes”, sauf lorsqu'il y aura risque de confusion avec les bases discrites
multiplicatives, que nous allons bientét étudier.

On peut d'ores et déja remarquer que nous utilisons tout les jours des bases
discretes, en écrivant les nombres en notation décimale. En effet, dire qu'un réel x
compris entre 0 et 10 peut s'écrire sous la forme : x = ay.a;a,a3a4... (a; est la ieme
décimale de x) revient a dire que x est égal & :

=

2 a, 100 ¥
i=0
On utilise donc la base discréte d'ordre 9 : (10‘")nIE K

L2

Soi

etp

déc

Par .

réel

la su
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En un certain sens la notion de base discréte généralise donc celle de base de
numération. Le théoréme suivant, qui permet de caractériser les bases discrétes, nous
permettra d'ailleurs d'entrevoir cette généralisation.

Théoréme 6.6.
E = (ep) € S est une base discréte d'ordre p si seulement si pour tout entier n :
e, <p X e, (A).
k =n+l

Démonstrarion.
a. La condition (A) est nécessaire.

Soit E = (e,) un élément de S, supposons qu'il existe un entier naturel n tel que :

e, >p Z e =T,

k =n+l

et posons I =]r, , el . montrons que l'intersection de I avec Gp(E) est vide.

En effet, soita e GP(E), soit (d,) la suite telle que a = z de, .
i=0

1) S'il existe k < n tel que dy # 0, alors a>d,e, 2 e 2 €, puisque la suite (e;)
décroit.

oo

2) Si pour tout k < n, di = 0, alors a<p Z e s

k =n+1

Par conséquent, dans tous les cas,a g I

b. La condition (A) est suffisante.

Pour établir ceci, montrons que si la condition (A) est vérifiée, alors, pour tout
réel a appartenant a l'intervalle

I=( 0,p Zen

n=0
la suite (d,,) définie par
ag = 0

di=Max{ je (0,1,2,..,p)! a+je;<a )
341 = a; + die;
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oo

nous assure :Z, de, =a.
n=0

Notre probléme revient 2 démontrer que a est la limite de la suite a, ; dans ce but,
€tablissons par récurrence l'inégalité :

la,—al<p ch-

k=n

- Elle est vérifiée sin =0 puisquea € I

— Supposons qu'elle soit vraie pour n 2 (), et évaluons la quantité | anyp —al.

1) Sidy < p, alors, puisque d, est égal 3 Max {j € [0,...,p)/a, +je, <a)}
nous avons :

ﬂ11+1=an+dnensa£an+(dn+”en

et par conséquent: a,,; <a<a,,, +e,; soit, en utilisant (A) :

la, —al<p 2 e

k = n+l

2) Si d, = p, alors a;,, = a, + pe, < a, donc d'aprés I'hypothése de
récurrence :

(FAN

lag, —al = la-a|—pe,

A
k=n

<p zck

k = n+1
Le théoréme est donc démontré.

Ce théoréme permet de prouver facilement que la suite (a™) est une base discréte
d'ordre p si et seulement si 1 < a < p+1. Pour les valeurs entiéres de a nous
retrouvons les bases usuelles de numération (la suite (10™) est une base discréte

d'ordre 9), mais nous pouvons par exemple dire que la suite (7 ) est une base
discreéte d'ordre 3.

On peut donc par exemple écrire "en base n" 1/2 sous la forme "0.11211202...",
ce qui signifie qu'il existe une suite (d,), d, € (0,1,2,3) , telle que :
1 .
E‘ = Z dn pid g
n=0

avec dp=0,d, =d; =1,d3 =2, etc.

di

er

in

CO




ions élémentaires

e a, ; dans ce but,

1tité | dne] — A I

) /a, + je, <a)

sant (A) :

, I'hypothése de

une base discrete
titres de a nous
e base discréte
") est une base

“0.11211202...",

Calcul des fonctions élémentaires par additions et décalages 189

Les bases discrétes de la forme (a™) seront appelées bases discrétes
géométriques. Nous étudierons ultérieurement des algorithmes permettant de calculer
les termes d;. Auparavant, un second théoréme nous permettra de prouver plus
aisément que certaines suites sont des bases discrétes.

Théoréme 6.7.
SiE = (e,) € S est une base discréte d'ordre p et si f est une fonction a variable
réelle vérifiant :

1) f ' est continue.
2)f(0)=0
3) f est concave et strictement croissante.

alors la suite (f(e,,)) est une base discréte d'ordre p.

Ce théoréme permet de prouver, et ceci sera fondamental dans la suite de cette
étude, que les suites e, = Arctg (a) et ¢, =Log (I + a”) sont des bases
discrétes d'ordre p lorsque 1 < a < p+1. Ceci nous permet, par exemple, d'écrire 2
en base Log (I + ") sous la forme "2.2012202...".

Démonstration du théoréme.
a) (fie, )} est une suite décroissante de réels strictement positifs.

Ceci provient de la croissance stricte de f. pour tout entier naturel n,
e, 2 ey, >0, done fle,) = f(e,,,) > f(0) = 0.

b) la série 2 f(e,) converge.

n=10

Pour montrer ceci, il suffit d'établir que pour tout entier naturel n, f(e,) est
inférieur ou égal a e, f (0).

En effet, f est concave et f ' est continue sur I, donc f ' est décroissante sur I. par
conséquent :

en
fle,)= f f'(x) dx<f "(Q)e,
0

¢) La suite (fley,)) vérifie la condition (A) du théoréme 6.6.

La concavité de f sur (I) implique que pour tout (a,,a,,...,a,) € I" (a; 20), tel
que p(a; + a; + ... +a,) est inclus dans I, nous avons :

flpGa; + ... +ayl <plf(a)+... +f(ay)]
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Par conséquent, f ' étant continue, si la série pXa; converge vers un €lément de I,
alors :

f leai < p Zf(ai)
i=0 i=0

oa

Or, pour tout entier naturel n, nous avons = <p 2 €
i=n+l

oo o

par conséquent f (e, ) < f|p E e, |<p 2 f(e)

1=n+l : i=n+l

Ce qu'il fallait démontrer.

Les figures 6.9 & 6.11 donnent des exemples d'ensembles Gp (E) pour dif-

férentes suites E.

Figure 6.9. Ensembles G, (A ™™, A variant continitment entre 1.5 et 2.5

G, (Arcig 1_“)

Figure 6.10. Ensembles G, (Arctg A'™), A variant continiiment entre 1.5et25




; . : 7 1 j dditions et décala 191
sHigildires Calcul des fonctions élémentaires par a ons e ges

ment de 1,
10

G, (A )
3

Figure 6.11. Ensembles G4 (A™), A variant continfiment entre 3 et 10

pour dif-
Exemple d'application.
Les algorithmes de calcul des coefficients d; seront explicités plus tard, mais on
peut d'ores et déja constater que si I'on dispose d'une machine travaillant en base 2,
étant donné que la suite e, = Log (1 +27") est une base discréte d'ordre 1, on peut
écrire tout élément x de l'intervalle [0, Xei] sous la forme :

x= 2, dLog(142%) ,d; (0,1}
i=0
et donc obtenir son exponentielle :

: ds
= JLc1+2%)".
i=0

Ce produit infini (tronqué bien entendu & un rang dépendant de la précision
désirée) peut étre calculé sans multiplications puisque :

1) un produit par une constante de la forme (142 s'effectue au moyen d'un
décalage et d'une addition.
2) les "exposants” d; valant O ou 1 aucun calcul de puissance n'est nécessaire.

Cet algorithme de calcul de l'exponentielle sera explicité plus longuement
ultérieurement. Auparavant, il va falloir introduire une autre notion : celle de bases
discrétes multiplicatives. En effet, nous venons d'étudier un moyen de représenter les
nombres réels comme sommes de constantes prédéfinies; pour calculer certaines
fonctions (logarithme, racine carrée...) il faudra écrire les nombres comme produits

A" de constantes. D'ou les définitions suivantes.

Set25
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6.2.2 bases discrétes multiplicatives.

Définition 6.3.

Notons M l'ensemble des suites réelles (e,) dont les termes sont décroissants,
strictement supérieurs a 1, et dont le produit infini converge. On appellera ensemble
généré multiplicatif d'ordre p de E = (eq) € M l'ensemble :

de {0,1,2, ...,p) }

GM, (E) = { Hﬂef"

Définition 6 4.
On dira que E € M est une base discréte multiplicative d'ordre p si GMp(E)
est un intervalle.

Il ne sera pas nécessaire de chercher des résultats semblables aux théorémes 6.6
et 6.7 pour caractériser les bases discrétes multiplicatives, on peut en effet se ramener
au cas des bases additives grice au résultat suivant, dont la démonstration est
évidente.

Théoréme 6.8.
La suite E = (ep) € M est une base discréte multiplicative d'ordre p si et
seulement si la suite (Log (ep)) est une base discréte additive d'ordre p.

Exemple d'application.
Les théoremes 6.7 et 6.8 permettent de montrer facilement que la suite ¢, =

((1+2™M )2 ) est une base discréte multiplicative d'ordre 1. On peut donc, par le
biais d'un algorithme que nous étudierons ultérieurement, €crire tout nombre x de
l'intervalle [1,]1e;] sous la forme:

x= 11 [(1+2'“) J

n=0

et obtenir immédiatement sa racine carrée :

oo

dy
Vx= T a+2m

n=0

Le produit infini est tronqué & un rang dépendant de la précision désirée. La
encore, ce produit est trés simple A calculer car une multiplication par un terme de la

forme (1 + 2" s'effectue au moyen d'un décalage et d'une addition.
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6.2.3 Algorithmes de calcul des coefficients d;.

Nous examinerons tout d'abord des algorithmes de décomposition d'un nombre
sur une base discrete additive. Le cas des bases discrétes multiplicatives s'en déduira
immédiatement par analogie. Supposons donc que nous désirions trouver la
décomposition ¥ d.e, correspondant 2 un nombre réel t. Le principe des deux
algorithmes que nous allons étudier est de construire terme a terme une suite tj qui
converge vers t, ef telle que :

Pour ceci, nous emploierons une stratégie de type "algorithme glouton”, c'est-a-
dire que pour passer de 1'étape i a I'étape i+1, nous choisirons la valeur de dj; 1 qui
rend ti41 le plus proche possible de t. Nous envisagerons ici 2 cas :

—On désire des valeurs de dj comprises entre 0 et un entier naturel p:
l'algorithme que nous utiliserons s'appelera algorithme unidirectionnel (ce nom
provient du fait que la suite t; crofit vers t).

— On désire des valeurs de dj comprises entre -p et p: nous utiliserons un

algorithme appelé€ algorithme bidirectionnel (1a suite tj "oscille™ autour de 1).

Ces deux "algorithmes gloutons™ sont présentés par les théorémes suivants.

Théoréme 6.9, (Algorithme unidirectionnel ).
Si E = (e,,) est une base discréte additive d'ordre p, alors pour tout €lément de
[0, pZ €], les suites (t,) et (d,,) définies par :

tp =0
d,=Max {j<plt, +je, <t}
the1 = by +dyey -

vérifient: t = bm ¢ = Z de,

L n=4>0

Nous ne démontrerons pas ce théoréme 6.9, car il n'est autre que la condition
suffisante du théoréme 6.6, nous I'avons replacé ici pour plus de clarté. Il est & noter
que lorsqu'on utilise une base discréte d'ordre 1 (ce qui sera toujours le cas pour les
algorithmes implantés sur une machine binaire), l'algorithme de choix de d, se
simplifie considérablement et devient : d,, = I sit, + ¢, <1, d, =0 sinon.
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Théoréme 6.10. (Algorithme bidirectionnel ).
Si E = (e,) est une base discréte additive d'ordre p, alors pour tout élément de
[-pZ ¢, +pX €], les suites (t,) et (d,) définies par :

h=0
Sit, <talors d, = Max {1j<p It + (-1) e, <t}

sinon d, = min {-psj<-11t, + (j+1) e, 2 )
I:11+1 = trn +dncn *

vérifient: t = m ¢ = 3 de, .

n —pee n=i{

La démonstration de ce résultat est semblable 2 celle de la condition suffisante du
théoréme 6.6.

La encore, lorsqu'on utilise une base discréte d'ordre 1, l'algorithme de choix de
dy, se simplifie considérablement et devient : d,=-1sit,>1t; d,=1sinon.

On peut de la méme maniére exhiber des algorithmes multiplicatifs bidirectionnel
et unidirectionnel. Je ne connais pas d'utilisation pratique de l'algorithme multiplicatif
bidirectionnel, mais l'algorithme multiplicatif unidirectionnel (qui se déduit

immeédiatement de 1'algorithme additif unidirectionnel par analogie) est donné par le
théoréme suivant.

Théoréme 6.11. (Algorithme unidirectionnel multiplicatif).
SiE = (e,) est une base discréte multiplicative d'ordre p, alors pour tout élément
de [1, (IT €;)], les suites (t,) et (d,,) définies par :

tp =1
d,=Max {j<plt,.e) <t}
‘n+1=tu-end"'

vérifient:t = lim t = He:".
n=0

n —eo

Tout comme dans le cas de I'algorithme unidirectionnel additif, le choix de d, est
simplifié lorsque (e,) est une base discréte multiplicative d'ordre 1, et devient

d,=1sit,.e, <t; d,=0 sinon.
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6.2.4  Calcul de l'exponentielle et du logarithme.
Calcul de l'exponentielle,

Nous allons ici étudier deux applications des algorithmes que nous venons de
présenter : le calcul de la fonction exponentielle 4 1'aide de I'algorithme unidirectionnel
additif, et le calcul du logarithme i l'aide de l'algorithme unidirectionnel
multiplicatif,

Nous avons vu précédemment que si a est un réel vérifiant 1 <a < p+l (pelN),
alors la suite (Log (1 + a™)) est une base discréte additive d'ordre p. L'idée de base

de 'algorithme que nous étudions ici est de décomposer un nombre réel x sous la
forme :

0 x = > d,Log(1+a™  de (0,1, ... p)
n=0

en utilisant I'algorithme unidirectionnel, afin d'obtenir comme résultat :

@ e’ =] a+am™
n=10

Or, on sait que sur une machine travaillant en base B, les multiplications par une
puissance de B peuvent s'éxécuter d'une maniére trés simple, 4 l'aide d'un décalage.
Ici, on aura avantage 3 choisir a = B, et donc i utiliser la base discréte additive d'ordre
B-1 (Log (1 + B™), car une multiplication par (1 + B™) se raménera & une addition
et une multiplication par B™. 1! est évident que la série (1) et le produit infini (2)
seront tronqués a un rang N dépendant de la précision € désirée. Nous présentons tout

d'abord l'algorithme obtenu, et nous expliciterons ensuite la relation entre N et €, Cet
algorithme, comme celui qui suivra, nécessite la mémorisation des constantes

Log (1 + B™) . Il n'est pas inutile de préciser que, étant donné qu'a la précision

machine pres, Log (1 + B™) devient trés vite égal 2 B™, il ne sera nécessaire de
mémoriser qu'un petit nombre de constantes.
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Exponentielle. |
- ' B~
(* Cet algorithme calcule €'. Il converge pour 0 <t<(B-1) Z Log (1+B™).
i=0
Précision relative : environ B™, résultat : la valeur finale de la variable exp  *)
Début
Xi=0- )
exp:=1; égal
pour k = 0 jusqu'a N faire que
début faud
d:=0: ! Supx
u:=0: (1+]
tant que (u <t) et (d <B - 1) faire ) de I
début
u:=x+Log (1 +B%);
si u <1t alors
début
1
X:=1; . de d
exp :=exp + exp.B a
fin ;
d:=d+1
fin
fin i
Fin. . e
Il peut étre intéressant de noter qu'en base 2, cet algorithme se simplifie et
devient 'algorithme expo que nous avons analysé au début du paragraphe 6.2.
!
Evaluation du nombre N de pas nécessaires. dalg
Cett
Lorsque nous approchons une variable t A l'aide d'une suite (t,) générée par . prés
l'algorithme unidirectionnel de décomposition sur une base discréte d'ordre p, (epn), ' mon
Verreur au n'®*™ pas, I, —t|, est majorée par : i X~
i de c:

' !
P2 g =T, . i

i=n+l
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Dans le cas qui nous concerne, ¢; = Log (1 + B‘i) est strictement inférieur a
5 B, par conséquent le terme r, est majoré par
| +B). -
®-1) >, Bi=B".
1=n+l

exp *)

On en déduit que l'erreur relative sur le résultat "exp” de l'algorithme précédent,

égale aleln — e'1/¢', sera majorée par eB"_1 = B™, ce qui en gros nous assure
que si I'on désire calculer la fonction exponentielle avec N chiffres significatifs, il
faudra effectuer N pas de l'algorithme. Il est & noter que si « est un réel strictement
supérieur a 1, et si dans l'algorithme précédent on remplace les constantes (Log
(1+B™) par les constantes (Log,(1+B™)), nous obtiendrons un algorithme de calcul
de I'exponentielle en base o.

Calcul du logarithme.

Sur une machine travaillant en base B, l'idée fondamentale de cet algorithme est
de décomposer un nombre réel x sur la base discréte multiplicative d'ordre B-1
(1+B™"™:

x=I1a+p»™  4e (0.1,...B1)
n=>0

en utilisant 'algorithme unidirectionnel multiplicatif, afin d'obtenir :

Logx = i dan)g(l +B'")

se simplifie et L
n=

phe 6.2,
Cet algorithme de calcul du logarithme apparait ainsi comme une sorte

d'algorithme "dual” de l'algorithme de calcul de l'exponentielle présenté auparavant.
Cette notion de dualité d'algorithmes peut d'ailleurs revétir un sens plus profond,
présenté dans [MULBSS], ou l'on montre que si I'on sait calculer une fonction
monotone f & 1'aide de l'algorithme bidirectionnel ol de I'algorithme unidirectionnel,

n) générée par
d'ordre p, (ep),

alors on peut construire trés facilement un algorithme de calcul de f L. Cet algorithme
de calcul du logarithme est présenté ci-dessous.
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Logarithme.
(B-1)

(* calcule Logt,t €| 1 , (H (1+B" )] . résultat : 1a valeur finale de L ¥)
i=0
Début
x:=1;
L:=0;
pour k := 0 jusqu'a N faire
début
d:=0;
u:=10;
tant que (u <t) et (d < B-1) faire
début
u:=x+xB¥ :
si (u £1t) alors
début
Xi=u
L:=L+Log(1+B%
fin ;
di=d+1;
fin
fin
Fin.

Tout comme dans le cas de I'exponentielle, cet algorithme se simplifie lorsque B
est €gal & 2, et devient :

Début
x:=1;L:=0;
pour k :=0 jusqu'a N faire
début
ui=x+x2%
siu<talors
début
X:=u;
L:=L+Log(1+2%
fin
fin
Fin.

Nombre N de pas nécessaires.
On peut montrer, de méme maniére que précedemment, qu'aprés exécution de
I'algorithme, | L - Log () | < B,

i
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Remargque. De méme que pour l'algorithme précédent, si l'on remplace les
constantes (Log (1+B™™)) par les constantes (Log,(1+B™)), nous obtiendrons un
algorithme de calcul de I'exponentielle en base a.

6.2.5 Calcul de l'exponentielle complexe.

Nous allons maintenant utiliser les algorithmes unidirectionnel et bidirectionnel
pour élaborer un algorithme permettant de calculer l'exponentielle complexe dans un
domaine que nous expliciterons ultérieurement. Par souci de simplification, nous nous
cantonnerons au calcul sur une machine binaire, bien qu'une généralisation a d'autres
bases de numération soit tout a fait envisageable. Nous retrouverons comme cas
particuliers de cet algorithme ceux de calcul de l'exponentielle et du logarithme réels
exposés précedemment, ainsi que l'algorithme CORDIC de calcul des fonctions
trigonométriques introduit par Jack Volder en 1959 .

Les équations

Nous désirons calculer les nombres réels a et b tels que a +ib =¢**¥ ot x ety
sont donnés, en utilisant la relation bien connue : ™Y = (cos y + i.sin y) . e*. Par
conséquent, si nous désirons décomposer x et y sur des bases discrétes additives
facilitant le calcul, nous aurons & satisfaire deux exigences :

— La base discréte (ef) associée 2 la variable x doit étre choisie de sorte
qu'une multiplication par I'exponentielle de (e}) puisse s'effectuer aisément pour tout
n. Nous choisirons donc (€}) = Log (1 + 2™), C'est une base discréte additive
d'ordre 1.

- La base discréte (e}) associée i la variable v doit faciliter les calculs
trigonométriques. Nous constaterons ultérieurement que le choix (e}) = Arctg (27)
est particuliérement judicieux. c'est également une base discréte additive d'ordre 1.

Posons t = x + iy; nous allons construire une suite t, = x,, + iy, convergeant vers

t et définie par :

X X
Xnsl =X g +dnen

» Y.y
¥net =¥n +dncn

ol (d}) est donné par l'algorithme unidirectionnel (décomposition de x), et {d)
par l'algorithme bidirectionnel.

t
Posons également f, =e™. 1l vient:

£ ool ivnan) (o viyy) ey +idie))

n+l —
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X X

doen L.
= f e " (cos(de))+isin(de]))

X -
Mais nous savons que e®n est égala 1 +2 ", etque et dX vaut 1 ou —1, par

conséquent :
cos (d¥e’) =cos (e})

sin (dY¢)) =d. sin (e})

On obtient donc :
dn
f ., =f, (1+27) (cos(e})+isin (e}))

mn

&,
=cos () f (1+27) (1+idiw(E]))
d!x.l n
=h f (1+27) (1+id2™)

s ¥
h = cos (e ) \

avec les notations
¢f =arcrg 27"
e g
Si nous posons a, + ib, = f; , nous avons alors :

X

-n tn fmy-Th
a, =h (1+27) (an—bndn’?. )

b,,,=h, (1+2™) (b,+ad’2")

Par conséquent, en prenant :
Xg=Yp=bg=0 !
ap = 1
d*=1si x, +e, <x sinon 0 (algorithme unidirectionnel)

d’=1 siy <y sinon-1 (algorithme bidirectionnel)

Nous sommes assurés d'obtenir : im a +i b, =¢’ Ty
n - oo

Pour peu que x + iy soit dans un domaine que nous allons bientdt préciser.
Hélas, nous avons dans nos équations une multiplication par un facteur h, qui
demanderait trop de temps pour que l'algorithme soit viable. C'est d'ailleurs la seule
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"yraie" multiplication apparaissant dans ces équations, puisque celle par (1 + 2™ sera
effectuée au moyen d'un décalage et d'une addition. Nous pouvons €viter ce probleme
en effectuant un changement de variable, en effet, si nous convenons de noter :

b'n = bpKpy a'y = aKy

oe

ol K, est égal a H h, = —————, il vient alors immédiaternent :

=2 -
I1c1+2%

j=n

d“x
‘o= (14+2%) 0 (a,-b,d, %))

(1+2™) (b, +a' d Ye))

s
]

blu+l
11 suffit alors d'une petite modification des points de départ : la valeur de ay doit
étre Ko = 0.6072529350088812... au lieu de 1.

Le domaine de convergence.

Nous avons vu dans la partie 6.2.3 que si (e,,) est une base discrete d'ordre 1, et
si nous notons E= X e, alors l'algorithme unidirectionnel converge sur [0,E]
tandis que I'algorithme bidirectionnel converge sur [-E,+E]. Par conséquent, dans le
cas qui nous préoccupe, notre algorithme converge vers l'exponentielle complexe sur
le pavé [0, E,] X [-E, , +E,], avec:

Y Log(1+2™ =1.562023833...

n=20

E

X

e8]
]

Y Arag2” =1.743286621... > =2
n=20

Simplification des équations.

L'inconvénient majeur des équations précédentes réside dans I'évaluation de dn
- . X - . . 5
par le biais de la relation : dp = 1 si €a+ x, <x, sinon 0, car celle-ci nous oblige
. - ’ . - . X - .
A effectuer une addition (le résultat de cette opération ne resservira que si dn est égal a

1). Ceci peut étre évité si nous remplagons les variables X, et y, par x - X, €ty - y;,.
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L'algorithme revient alors & construire une suite qui converge vers z€ro au lieu de

X + iy. dp et d} sont alors obtenus par:
dp =1six,> eX,0 sinon
dl =1si ¥n >0, -1 sinon.

Avec les points de départ xp =x ety =y.

Nombre de pas nécessaires. i

Si nous construisons une suite (t,) qui converge vers t en utilisant 1'algorithme
unidirectionnel ou l'algorithme bidirectionnel de décomposition sur une base discréte
additive d'ordre 1 (e) , il vient trivialement :

It,—tl< 2 € . .i

k = n+l

Ici, les deux bases discretes utilisées sont asymptotiquement géométriques :
elles vérifient e, ~ 2™ Cette propriété présente deux avantages non négligeables : i
tout d'abord, il ne sera pas nécessaire de mémoriser un grand nombre de constantes,
puisque a partir d'un certain rang, ¢, est égal 2 2™ a la précision machine pres;
ensuite, le terme :

est lui aussi équivalent & 27, ce qui indique que si nous notons nos variables en "
virgule fixe, le nombre de pas nécessaires sera de l'ordre du nombre de bits
significatifs désirés.

L'algorithme,
Nous désirons calculer a + ib =e*"Y, Nous supposerons que les constantes
suivantes ont été calculées i l'avance, et qu'elles sont mémorisées en mémoire morte :

€ =Log(l +27) i=0...N

o 4
¢ =arctg2” |, N

ol N est €gal au nombre de bits significatifs que 1'on désire avoir sur le résultat final.
L'algorithme obtenu est donné ci-dessous.
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Début
a:=K5;b:=0;
pour i :=0 jusqu'a N faire
début

si x 2 e alors d* := 1 sinon d* := 0 ;
si y 2 0alors d¥ := 1 sinond” :=-1;

:=x - d* ;
y=y-de;
ai=a-bd.27;
b:= b+ad’2";
a:=a';
si d* = 1 alors

début
a:=a+a2’;
b:=b+b2"
fin

fin
Fin.

Apres exécution de cet algorithme, a + ib constitue I'exponentielle recherchée.

6.2.6 L'algorithme CORDIC,

Dans sa version initiale de 1958, due a J. Volder, CORDIC peut se présenter
comme un cas particulier de l'algorithme de calcul de I'exponentielle complexe
présenté auparavant. Il suffit pour s'en convaincre de constater que si I'on désire

calculer l'exponentielle complexe d'un nombre imaginaire pur i, alors l'itération
associée a l'algorithme donné au paragraphe 6.2.5 peut s'écrire :

Xn41 = Xp - dpyn2™
Yn+1 = ¥ Hdpxp2™"
Znyy =2, - 4y arctg 27

d, = signe (z,) =1 si z, >0, —1 sinon.

L'étude menée au paragraphe 6.2.5 permet de conclure que nous aurons :

Xp —C0S8Z g

Yo —S8INZ g

n —+oo
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pour peu que la valeur absclue de z; soit inférieure ou égale a Xe, et que l'on ait

choisi les valeurs initiales :
12

Xg = H cosei={n(l+2'2i}]
i=0 i=0
yo=10

On peut montrer que l'erreur absolue commise en s'arrétant aprés N itérations est
de l'ordre de 27, tant pour le sinus que pour le cosinus. Ce schéma itératif est connu
sous le nom de mode rotation de l'algorithme de Volder, il est possible de montrer
que si l'on remplace l'affectation d, = signe (z,) par d, = -sign (y,), on obtient

alors :
Yo,
z, — arctg X

n—eo

Le schéma itératif ainsi obtenu est appelé mode vectoring de CORDIC.

En 1971, J. Walther, se basant sur les similitudes profondes entre les formules
de trigonométrie classique et celles de trigonométrie hyperbolique, chercha & calculer
les fonctions ch, sh et argth par un algorithme semblable & celui de Volder, obtenu en
remplagant la suite ¢, de P'algorithme précédent par la suite (argth 2"} eten
effectuant dans le schéma itératif les changements de signes appropriés. Son but était
de calculer l'exponentielle par addition du cosinus et du sinus hyperbolique, et le
logarithme par le biais de la relation :

Log (x)=2 argth (%:11-)

Il constata que les modes rotation (d, = signe (z,)) et vectoring
(d, = —signe (y,)) présentés auparavant ne donnent les résultats souhaités que si
l'on répéte les itérations numéros 4, 13, 40, 121, ..., k, 3k+1, ...

Ceci peut s'expliquer d'une maniére trés simple : la suite (e,) = (argth 2°")
n'est pas une base discréte d'ordre I, par contre, en étudiant les variations de la
fonction :

3
f (x) = argth (x) - x —argth [1(2—]

sur I'intervalle [(, 1/2], on peut montrer la relation :

Argth (27) <Argth (2 @*D) + by Argth (2°)
k=i+l
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qui permet d'établir que la suite (a,) définie par :
dp =¢€p, 8y =€y, ...,34=ﬁ4,35=e4,3ﬁ=65

obtenue en répérant les termes de la suite (e,) d'indices 4, 13, 40, 121, ... (ces
indices sont les termes de la suite récurrente ug =4, up,1 = 3u, + 1), est une base
discrete additive d'ordre 1.

Walther constata en outre qu'en choisissant e, = 27, le schéma itératif décrit ci-
dessus pouvait s'apparenter a des algorithmes usuels de multiplication (mode
rotation) et de division non restaurante (mode vectorin g). L'algorithme ainsi obtenu
est décrit a la figure 6.4.

6.2.7 Calcul de la racine carrée,

Nous supposerons ici que nous travaillons en base B. Le théoréme 6.8 permet de
montrer que la suite (1 + B™) est une base discréte multiplicative d'ordre (B-1), on
peut aisément en déduire que la suite ((1 + B-")?) est également une base discréte
multiplicative d'ordre (B-1).

L'algorithme qui suit consiste, en utilisant l'algorithme unidirectionnel
multiplicatif, & décomposer un nombre réel x sous la forme :

x= 11 [ ( +B"')2)
n=10

dans le but d'obtenir :
Vx=ITa+pm)™
i=0

Les produits infinis seront tronqués au rang N. On peut montrer comme dans le
paragraphe 6.2.4 que l'erreur relative e, commise vérifie :

e, <exp(BN)-1 = BN
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Racine carrée.

(* Cet algorithme calcule Vt. Il converge pourte [ 1,IT (1 + B*) ].
précision relative : environ BN, résultat : la valeur finale de la variable sq *)

o A A

début
x:=1;
sqi=1;
pour k := 0 jusqu'a N faire
début ;
d:=0; |
u:=0;
tant que (u <t) et (d < B-1) faire |
début
u:=x+B%x +B*x + B¥x;
si u<t alors
début
Xi=u;
sq :=sq + sq.B¥
fin ;
di=d+1
fin
fin
Fin.

Cet algorithme peut facilement étre transformé en algorithme de calcul de la racine
ki®me d'un nombre en utilisant la base discréte multiplicative d'ordre (B-1) :

((1+B™"
Si B est égal a 2, l'algorithme se simplifie et devient :

début
Xm=l: :
sq:=1; |
pour k := 0 jusqu'a N faire |
début
ui=x + 22%Kyx 4 21Ky ;
si u<t alors

début
X:=u;
sq :=sq +5q.2%
fin ;
fin
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