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Résumé — On propose ici une extension de la Décomposition Modale Empirique (ou EMD pour “Empirical Mode Decomposi-
tion”) permettant de traiter des signaux & 2 composantes ou complexes. A la suite de travaux analogues sur 'EMD, on observe que
le comportement de cette nouvelle extension sur des bruits blancs complexes est équivalent a un banc de filtres quasi-dyadique.

Abstract — A new extension of the Empirical Mode Decomposition (EMD) is proposed for processing bivariate or complex-
valued signals. Following similar research on the EMD, the behavior of the new method on complex-valued white noises is then

analyzed and shown to be equivalent to a quasi-dyadic filterbank.

1 Introduction

Introduite il y a une dizaine d’années par N. E. Huang
et ses collaborateurs [1, 2], la technique de Décomposi-
tion Modale Empirique (ou EMD pour « Empirical Mode
Decomposition ») permet de décomposer tout signal en
une somme de composantes oscillantes extraites directe-
ment du signal de maniere adaptative. Ces composantes,
ou IMF's pour « Intrinsic Mode Functions », peuvent étre
vues comme des formes d’ondes éventuellement non li-
néaires modulées en amplitude et en fréquence. Dans sa
formulation initiale, la méthode n’est applicable que sur
des signaux univariés (ou réels). L’objet de cette commu-
nication est de proposer une extension de I’'EMD au cas de
signaux bivariés (ou complexes). Cette extension est décli-
née en 2 algorithmes basés sur le méme principe mais aux
propriétés légerement différentes. Le lecteur pourra trou-
ver une boite & outils EMD en libre accés [3] contenant
entre autres des codes MATLAB/C mettant en ceuvre ces
algorithmes et des scripts reproduisant les figures de cet
article. Il est a noter que deux autres extensions bivariées
ont été proposées tres récemment [4, 5]. La premiere est
assez différente de ’approche proposée ici et la deuxieme
s’avere étre un cas particulier peu avantageux de 1’Algo. 1
présenté ici en Section 2.2.3.

2 Décomposition Modale Empirique

de signaux bivariés

2.1 Décomposition Modale Empirique

A I'instar de la transformée en ondelettes discrete (TOD),
IEMD originale [1] est une méthode de décomposition ré-

cursive ou un signal est décomposé en une partie oscillant
rapidement, apparentée au détail de la TOD, et une partie
oscillant plus lentement, approximation dans le cadre de
la TOD, qui est ensuite a son tour décomposée selon le
méme principe. On aboutit ainsi & une décomposition de
la forme

w(t) = ax(t) + ) di(t), (1)

ou similairement a la TOD, 'approximation a 1’« échelle »
k est la somme de ’'approximation et du détail a 1’« échelle »
k+1

Qg (t) = dk+1(t) + ak+1(t), (2)

avec la notable différence que les « échelles » ne corres-
pondent pas & une grille fixée a priori mais sont définies
a partir du signal et de maniere locale. Plus précisément,
la décomposition (2) est obtenue en itérant un opérateur
non linéaire adaptatif, concu pour que les deux compo-
santes ne dépendent du signal que localement a distance
de quelques oscillations (i.e., quelques extrema). Cet opé-
rateur, dit de tamisage (ou « sifting »), est décrit par la
procédure suivante :

1 Identifier les extrema de ag(t)

2 Interpoler (par une spline cubique) les minima (resp.
maxima), pour définir une « enveloppe » €, (t)
(resp. €maz(t))

3 Calculer la moyenne m(t) = 5

4 La soustraire au signal S[ax](t) = ax(t) — m(t)

(emin(t)+emaz(t))

Si on itere n fois cette procédure, les détails et approxi-
mations & ’échelle k + 1 sont définis comme dj41(t) =
S"ak](t) et art1(t) = ar(t) — i1 (2).
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2.2 Décompositions Modales Empiriques
bivariées
2.2.1 Principe

L’EMD s’appuie fortement sur la notion d’oscillation
qu’elle définit a partir des extrema locaux du signal, une
oscillation correspondant par exemple au signal entre deux
maxima locaux. De ce fait, elle est naturellement confinée
a l'analyse de signaux scalaires puisque la notion d’extre-
mum local, et donc d’oscillation, n’existe pas pour des si-
gnaux a valeur vectorielle. En revanche, dans le cas des si-
gnaux a deux composantes, ou bivariés, on peut considérer
la notion de rotation qui est de plus une extension bivariée
classique de la notion d’oscillation. Ainsi, le principe sous-
jacent & toutes les extensions bivariées proposées [4, 5, 6] &
ce jour est de remplacer dans 'EMD usuelle la notion d’os-
cillation par celle de rotation. Le point de vue adopté est
alors de considérer que tout signal bivarié peut étre décrit
comme la somme d’une composante (vectorielle) tournant
rapidement autour de zéro et d’une autre tournant plus
lentement.

v
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/

—

X Temps X
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F1G. 1 — Principe des extensions bivariées. (a) Un signal
tournant composite. (b) Le signal entouré de son enve-
loppe 3D. Les lignes noires épaisses sont les « armatures
latérales » utilisées pour calculer 'axe central. (¢) Com-
posante tournant rapidement. (d) Composante tournant
plus lentement = axe du tube en (b).

2.2.2 Une enveloppe en 3 dimensions

Techniquement, les extensions bivariées reprennent le
principe récursif de TEMD mais avec de nouveaux opéra-
teurs de tamisage calqués sur l'original. Ainsi, la ou clas-
siquement on soustrait la moyenne des enveloppes supé-
rieures et inférieures au signal, les nouveaux opérateurs
soustraient au signal I’« axe central » de son « enveloppe »,
qui est maintenant un tube tridimensionnel qui enveloppe
le signal Fig. 1. En pratique, cet axe est en fait calculé a
partir de ce qu’on pourrait appeler des « armatures laté-
rales » du tube (cf Fig. 1 (b) lignes épaisses noires). Cha-
cune de ces armatures est associée a une direction particu-
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Fic. 2 — Définition de I'axe central de I’enveloppe pour
les deux algorithmes. (le script reproduisant cette figure
permet de tester d’autres configurations)

liere et forme une ligne de créte de I’enveloppe dans cette
direction. Ainsi, 'armature associée a la direction « vers
le haut » pourrait étre définie a tout instant comme le
point de la section du tube dont l'altitude est maximale.
Cependant, ’enveloppe n’étant pas connue a priori, les
armatures sont calculées différemment. Dans D'esprit de
la Fig. 1, on peut considérer que le tube enveloppe de-
vrait étre en tout point tangent au signal, ce qui implique
que chacune des armatures latérales interpole un certain
ensemble de points du signal. De la, sachant qu'une arma-
ture représente une ligne de créte du tube dans une cer-
taine direction, il apparait que les points interpolés sont
nécessairement des « extrema du signal dans cette direc-
tion », c’est-a-dire des extrema du signal projeté sur cette
direction. L’armature est alors simplement définie comme
la spline cubique interpolant ces points.

2.2.3 Algorithmes

Etant donné un ensemble de telles armatures associées
a un ensemble de directions bien réparties dans [0, 27], il
reste maintenant a définir I’« axe central » de ’enveloppe.
Si I'on définit celui-ci indépendamment a chaque instant,
le probleme est en fait de définir le centre d’un contour
fermé dans le plan a partir de N points. Pour cela, on
propose deux méthodes, qui dans le cas de N = 4 points
associés aux directions haut, bas, gauche et droite, corres-
pondent a :

1. isobarycentre des N points (cf. Fig. 2 (a)).

2. l'intersection de deux droites, I'une étant & mi-chemin
entre les deux tangentes horizontales a la section du
tube passant par les points « haut » et « bas »,
I’autre étant a mi-chemin entre les deux tangentes
verticales passant par les points « gauche » et « droite »
(cf. Fig. 2 (b)).

A partir de ces deux méthodes on peut alors proposer
deux algorithmes Algo. 1 et Algo. 2, ou le signal bivarié est
assimilé & un signal complexe pour simplifier les écritures.
L’algorithme proposé dans [5] correspond & I’Algo. 1 avec
N = 2 directions.

Ces deux algorithmes donnent en pratique des résultats
souvent différents mais on peut par contre montrer qu’ils
sont équivalents dans des cas simples quand N tend vers
linfini [6]. A noter cependant que I’algorithme Algo. 2 est
souvent préférable parce qu’il est nettement moins sensible
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Algorithme 1 : opérateur de tamisage bivarié n° 1
1 pour 1 < k < N faire

2 Projeter le signal z(t) sur la direction ¢y, :

P (t) = Re {e ¥ x(t) }
3 Extraire les positions {t§} des maxima de p,, (t).
4 | Interpoler les points {(t},z(t¥))} pour obtenir

Parmature latérale dans la direction ¢y, : ey, (t).

5 Calculer la moyenne des armatures latérales :

N
m(t) = § Ljpei € (t)
6 Soustraire la moyenne au signal :

SPa](t) = x(t) — m(t)

Algorithme 2 : opérateur de tamisage bivarié n° 2
1 pour 1 <k < N faire

2 Projeter le signal z(t) sur la direction ¢y, :
Pe.(t) = Re {e ¥ x(t) }

3 Extraire les maxima de pw'(t) :{th, ph ).

4 Interpoler les points {(t;?7 e“"kp?)} pour obtenir la
« tangente » dans la direction ¢y, : e/, (t).

5 Calculer la moyenne des tangentes :

N
m(t) = % Y1 €, (1)
6 Soustraire la moyenne au signal :

SP2[a](t) = x(t) — m(t)

aux erreurs dues & échantillonnage [6]. En revanche, 1al-
gorithme Algo. 1 peut éventuellement étre préférable pour
des signaux tres suréchantillonnés et se préte parfois mieux
a une analyse théorique.

3 Application a des bruits blancs
complexes

3.1 Simulations

Appliquée & des bruits large bande, 'TEMD est connue
pour avoir un comportement en moyenne équivalent a
un banc de filtres autosimilaire, quasi-dyadique dans des

conditions usuelles [7]. Dans le cas bivarié, nous nous sommes

intéressés essentiellement a deux cas : un simple bruit
blanc Gaussien complexe, ou les parties réelles et ima-
ginaires sont indépendantes, et un bruit blanc Gaussien
analytique, c’est a dire un bruit blanc dont le spectre est
limité aux fréquences positives.

Banc de filtres — Les résultats montrent que le com-
portement en banc de filtres autosimilaire est conservé par
les extensions bivariées et que le facteur d’autosimilarité
(dont le logarithme en base 2 n’est autre que le déca-
lage entre les spectres des IMFs d’indices k£ > 1 dans les
bancs de filtres de la Fig. 3) reste relativement proche de
2 dans des conditions usuelles. Cependant, les caractéris-
tiques du banc de filtres peuvent varier significativement
suivant 'algorithme utilisé et le signal analysé (cf Fig. 3).

(@) dg ds dy ds do dy () ds ds da ds do dy

-8 6 -4 2 -8 6 4 2

log, fréquence log, fréquence

Fic. 3 — Bancs de filtres pour 10 itérations de tamisage
par IMF. Pour les deux types de bruit et les deux algo-
rithmes, on représente les densités spectrales moyennes des
6 premiers IMFs obtenus a partir de 10000 réalisations in-
dépendantes de bruits de 512 points chacune en utilisant
32 directions pour le tamisage. (a) Bruit blanc complexe
simple. (b) Bruit blanc analytique. Dans les deux cas, le
banc de filtres en trait plein bleu correspond au premier
algorithme et celui en tirets noir au deuxieme. Seules les
parties « fréquences positives » des spectres ont été repré-
sentées, les parties négatives étant rigoureusement symé-
triques pour le bruit blanc simple et de faible amplitude
(< —20dB) pour le bruit blanc analytique.

Corrélation — Pour compléter 1’étude, il faut égale-
ment analyser la corrélation entre les IMFs. A cette fin,
on s’est intéressé aux interspectres entre les IMFs

o0
Serlf) = [ Eddu@di(e+n)e ar, (3)
— 00
dont les normes (I3 normalisées par rapport au nombre de
points) sont représentées Fig. 4. On constate que les corré-
lations entre IMF's sont globalement faibles sauf peut-étre
entre IMF's « voisins », ou elles sont de I'ordre de 10 % du
produit des normes des spectres des IMFs correspondants,
et surtout entre le premier IMF et les autres dans le cas
du bruit blanc simple. En comparant ces résultats avec les
spectres des IMF's, on voit que la différence de comporte-
ments entre les deux situations pourrait étre liée au fait
que le premier IMF a une composante a basses fréquences
qui est nettement plus importante dans le cas du bruit
blanc simple. De ce fait, le premier IMF est potentielle-
ment plus corrélé avec les IMFs d’indices grands, essentiel-
lement basses fréquences, que dans le cas du bruit blanc
analytique. Si l'on regarde maintenant 'interspectre entre
le premier IMF d; (t) et la premiére approximation corres-
pondante a;(t) Fig. 5, on observe que pour les deux types
de bruits, celui-ci est négatif a basses fréquences et qu’il
est nettement plus important dans le cas du bruit blanc
simple. Les IMFs d’indice k& > 1 étant obtenus a partir
de a;(t), on en déduit que le premier IMF est anticorrélé
avec les IMFs d’indices supérieurs dans la partie basses
fréquences. En pratique, ceci signifie que 'EMD introduit
artificiellement de I'information & basses fréquences dans
les IMF's qui se compense entre les différents IMF's et qui
est donc absente du signal d’origine, ce qui est génant pour
une méthode de décomposition. On remarque par ailleurs



812

que 'EMD originale présente la méme caractéristique en
plus accentué, 'interspectre étant plutot de 'ordre de 0.15
a basses fréquences.

i 2 38 4 5 6 7 i 2 8 4 5 6 7

Fi1G. 4 — Normes des spectres-interspectres moyens des
IMFs obtenus avec le deuxieme algorithme pour : (a) le
bruit blanc simple; (b) le bruit blanc analytique. (codage

logarithmique en niveaux de gris, dynamique de 30 dB)
0.15

0.1
0.05
0
-0.05

-0.1

0 0.1 02 03 04 05 0 0.1 02 03 04 05
fréquence fréquence

FiG. 5 — Interspectre entre le premier IMF et la premiere
approximation (deuxiéme algorithme) pour : (a) le bruit
blanc simple; (b) le bruit blanc analytique.

3.2 Influence des parametres

Pour un modele de signal donné, les caractéristiques du
banc de filtres peuvent varier en fonction des deux para-
metres de I'algorithme que sont le nombre d’itérations de
tamisage appliqué pour extraire chaque IMF et le nombre
de directions considérées pour calculer l'axe central de
I’enveloppe du signal.

Nombre d’itérations — Le nombre d’itérations de ta-
misage agit globalement sur la forme du banc de filtres
mais si 'on se restreint & des nombres d’itérations pas
trop élevés (< 30), son influence se limite essentiellement
au facteur d’autosimilarité du banc de filtres, celui-ci di-
minuant quand on itere davantage (cf Fig. 6 (a) et (b)). Si
de plus on observe que pour un méme signal, les bancs de
filtres associés aux 2 algorithmes different essentiellement
par le facteur d’autosimilarité qui leur est associé, on voit
que ces bancs de filtres peuvent en fait pratiquement se ra-
mener & un seul, a condition d’utiliser différents nombres
d’itérations pour les 2 algorithmes.

Nombre de directions — Le nombre de directions
considérées pour calculer I’axe central du tube a une in-
fluence a priori relativement discrete dans la mesure ou il
ne modifie pratiquement que les allures des spectres pour

le bruit blanc simple et uniquement a tres basse fréquence.
Plus précisément, la modification est essentiellement ap-
parente sur le premier IMF, dont le contenu basse fré-
quence diminue quand on augmente le nombre de direc-
tions. Sachant que cette composante basses fréquences est
indésirable, car elle introduit artificiellement de I'informa-
tion dans la décomposition, il est plutét bienvenu qu’un
grand nombre de directions permette de la réduire. En
revanche, on observe également que cette réduction est li-
mitée dans la mesure ou le nombre de directions ne semble
plus avoir d’influence au dela de 16. Cette limitation est
peut-étre liée a une incompatibilité de principe dans le fait
de considérer un grand nombre de directions pour estimer
la moyenne d’un signal discret non suréchantillonné.

1.6
. (a) algo. 1 (b) algo. 1 0 (C)
CELELINS — — -algo. 2 — — —algo. 2 q
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2 06
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Fi1G. 6 — Influences des parameétres de ’algorithme : Fac-
teurs d’autosimilarité des bancs de filtres en fonction du
nombre d’itérations : (a) bruit blanc simple; (b) bruit
blanc analytique. Influence du nombre de directions uti-
lisé pour calculer la moyenne de ’enveloppe : (c) spectres
du premier IMF obtenu avec I'algorithme 1 pour, de haut
en bas, 4, 8, 16 et 32 directions. Le comportement de 1’al-
gorithme 2 étant pratiquement identique, on ne ’a pas
superposé pour améliorer la lisibilité.
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